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АНОТАЦІЯ 

 

Прокофьєв А. Ю. Методи аналізу точності та достовірності обчислювальної 

реалізації моделей динамічних систем в прикладних задачах їх моделювання і 

управління. − Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора філософії за 

спеціальністю 121 Інженерія програмного забезпечення. ‒ Національний 

університет «Одеська політехніка» Міністерства освіти і науки України, Одеса, 

2025. 

В роботі було вирішено важливу науково-практичну задачу, яка полягає у 

розробці методів прогнозування точності та забезпечення достовірності числової 

реалізації математичних моделей динамічних систем при розв’язуванні 

прикладних задач їх дослідження (моделювання та пошуку управління). 

Встановлено, що розробка і удосконалення методів розрахунку та контролю 

процесів функціонування динамічних систем, які складають переважну більшість 

технічних і технологічних процесів та об’єктів, являє собою актуальну наукову 

проблему, що має також важливе прикладне значення. Показано, що 

конструктивним шляхом дослідження динамічних систем є моделювання (зокрема 

математичне), в ході якого досліджується не реальна (фізична) динамічна 

система, а її математична модель (ММ), яка формалізовано ‒ у вигляді певного 

математичного виразу ‒ описує фізичні явища, що характеризують динамічні 

властивості досліджуваної системи. При цьому важливим класом моделей 

динамічних систем слід вважати диференціальні та інтегральні рівняння, які, на 

відміну від інших моделей (наприклад, рекурентних та емпіричних залежностей 

тощо), зокрема, адекватно описують реальні фізичні явища і процеси в усьому 

діапазоні параметрів, а другі ‒ крім того, дозволяють описувати явища «післядії» 

(тобто реакцію на раніше введені збуджуючі впливи), а також забезпечують ефект 

«пам’яті», що полягає у накопиченні інформації про попередні стани динамічної 

системи. Результати математичного моделювання можуть мати як самостійне 

значення в прямій задачі аналізу динамічних систем ‒ у вигляді отриманих 
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різного роду характеристик (перехідних, імпульсних, частотних тощо), так і у 

випадку віднаходження відгуків динамічних систем на введені впливи при 

розв’язуванні зворотної задачі ‒ синтезу алгоритмів та стратегій управління 

зазначеними системами. 

Важливим аспектом математичного моделювання, крім адекватності ММ 

реальній динамічній системі, що полягає у відповідності розв’язків математичних 

виразів (які складають ММ) динамічній поведінці фізичної системи, є 

забезпечення достовірності цих розв’язків, отриманих із застосуванням при 

реалізації ММ конкретних обчислювальних засобів і для введених у модель 

вихідних даних. У зв’язку з цим поставлено та розв’язано низку задач щодо 

створення дієвих методів і відповідних алгоритмів контролю та аналізу процесів 

функціонування і точності апаратно-програмних засобів, які реалізують ММ 

досліджуваних динамічних систем. 

До складних проблем, які не мають дотепер універсального рішення, 

відноситься оцінка точності розв’язку задач моделювання та управління 

динамічними системами із застосуванням засобів комп’ютерної техніки.  

На основі аналізу переваг і недоліків існуючих методів аналізу якісних 

показників отриманих числових реалізацій ММ динамічних систем, в роботі 

здійснено спробу усунення протиріччя між значною мірою розвинутої модельної і 

методологічної підтримки засобів математичного моделювання та відсутністю 

задовільних (зокрема, за швидкодією та обчислювальними витратами) оцінок 

точності та достовірності розв’язків відповідних рівнянь як моделей 

досліджуваних динамічних систем. 

Конструктивність запропонованих методів контролю показників якості при 

обчислювальній реалізації ММ динамічних систем в задачах їх моделювання та 

управління підтверджено розв’язком тестових прикладів, наближених до 

реальних практичних випадків. 

Метою дисертаційної роботи є розробка методів прогнозування точності і 

аналізу достовірності обчислювальної реалізації моделей динамічних систем, 

представлених у класах диференціальних та інтегральних рівнянь ‒ при 
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розв’язуванні прикладних задач моделювання і управління на їх основі, шляхом 

визначення показників якості задіяних комп’ютерних та програмно-

алгоритмічних інструментальних засобів. 

Для досягнення вказаної мети дослідження в дисертаційній роботі було 

поставлено та розв’язано наступні задачі: 

‒ розглянуто існуючі підходи до математичної формалізації динамічних 

систем в задачах їх моделювання і управління, в результаті чого показано 

особливості опису динамічних систем моделями у вигляді диференціальних та 

інтегральних рівнянь різних типів; 

‒ виконано аналіз методів числової реалізації диференціальних та 

інтегральних рівнянь як математичних моделей динамічних систем, а також 

похибок, які виникають при цьому; 

‒ розроблено метод ранжирування за похибкою для оцінки точності 

розв’язування задач моделювання динамічними системами та управління ними; 

‒ побудовано (на основі методу ранжирування за похибкою) оцінки 

«знизу» функцій розподілу неусувної похибки реалізації математичних моделей 

динамічних об’єктів, представлених диференціальними та інтегральними 

рівняннями, в задачах моделювання і управління; 

‒ розроблено методи (екстраполяційний, інтерполяційний та адаптивний) 

контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей динамічних систем в 

процесах їх моделювання та управління; 

‒ опрацьовано досвід практичного застосування методів ранжирування за 

похибкою та контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей 

динамічних систем в задачах їх моделювання та управління. 

Наукова новизна отриманих результатів, які виносяться на захист, полягає 

в тому, що вперше: 

‒ запропоновано метод ранжирування за похибкою при розв’язуванні 

задач моделювання динамічних систем та управління ними, який, на відміну від 

відомих, зокрема, методів оцінювання точності числового розв’язування рівнянь 
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математичної фізики, дозволяє попередньо (до початку процесу комп’ютерного 

розв’язування задачі) виконати розрахунок залежності похибки розв’язку від 

характеристик первинних похибок із залученням класифікації за точністю задач, 

що розв’язуються; 

‒ запропоновано метод контролю достовірності обчислювальної реалізації 

ММ динамічних систем зі зростаючою точністю, який, на відміну від методів 

«прогноз ‒ корекція», забезпечує послідовне отримання значення шуканої функції 

стану динамічної системи з порядком точності локальної похибки, який (порядок) 

збільшується; 

‒ запропоновано методи контролю достовірності обчислювальної 

реалізації моделей динамічних систем в процесах їх моделювання та управління, 

засновані на ідеї введення контрольного алгоритму, який виконується на етапі 

числового розв’язування поставленої (основної) задачі, але такого, що простіший 

за основний; причому, запропоновані методи контролю достовірності, дозволяють 

досягнути підвищення останньої за рахунок застосування в контрольному 

алгоритмі інформації, яку вже проконтрольовано на попередніх кроках основного 

алгоритму (екстраполяційний метод), або дозволяють організувати неявний 

контроль, що забезпечує зменшення діапазону відхилення величини, яка 

контролюється від контрольної, тобто дозволяють знизити рівень шуму 

(інтерполяційний метод); 

‒ запропоновано критерії щодо прийняття рішення про наявність або 

відсутність похибки (збою) в основному обчислювальному алгоритмі 

розв’язування задач моделювання динамічних систем та управління ними, що 

дозволило сформулювати систему прийняття рішень при контролі достовірності 

(яка ґрунтується на основі уведених поняттях міри точності обчислень та 

допустимої області значень цієї міри), а також розробити адаптивні методи 

контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей динамічних систем, 

які забезпечують визначення параметрів контрольного алгоритму з умови 

мінімуму певної міри близькості результатів, отриманих за контрольним та 

основним алгоритмах. 
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Практична цінність роботи полягає в тому, що запропоновані методи 

прогнозу точності і аналізу достовірності обчислювальної реалізації моделей 

динамічних систем дозволяють розширити клас важливих для практики задач 

моделювання та управління вказаними системами, а розроблені алгоритми, що 

покладено в основу запропонованих методів, орієнтовано на розв’язування 

широкого кола інженерних та дослідницьких задач, які виникають при аналізі 

динамічних систем та управлінні ними. 

Застосування розроблених прикладних алгоритмів прогнозування точності 

та достовірності числової реалізації ММ динамічних систем дозволяють 

забезпечити бажану точність, а також зменшити у ( )5,2...4,1  рази кількість збоїв в 

процесі розв’язування реальних задач моделювання динамічних систем та 

управління ними. 

Розроблені методи аналізу точності та достовірності обчислювальної 

реалізації ММ моделей динамічних систем запроваджено в ТОВ «Нафтогазхім 

Сервіс» (ТОВ «НГХ Сервіс»), де їх включено до складу програмно-

алгоритмічного забезпечення діючої АСУ ТП. 

Результати, отримані в дисертаційній роботі, використано при розробці 

лекційних курсів та відповідних циклів лабораторних робіт, з дисциплін: «Числові 

методи», «Комп’ютерне моделювання процесів і систем», «Ідентифікація та 

моделювання процесів» і «Моделі та інструментальні засоби математичного 

моделювання технологічних процесів», а також застосовано при розробці тем 

бакалаврських та магістерських кваліфікаційних робіт. 

Об’єкт досліджень ‒ процеси математичного моделювання динамічних 

систем в задачах їх моделювання та управління. 

Предмет досліджень ― оцінки якісних характеристик (точності, 

достовірності та відсутності збоїв при числовій реалізації) моделей та засобів 

моделювання і управління в задачах прикладного дослідження динамічних 

систем. 
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ABSTRACT 

 

Prokofiev A. Yu. Methods for analyzing the accuracy and reliability of 

computational implementation of dynamic systems models in applied problems of their 

modelling and control. − Qualification scientific work in the form of a manuscript. 

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy in the specialty 121 Software 

Engineering. – Odessa Polytechnic National University, Ministry of Education and 

Science of Ukraine, Odesa, 2025. 

The work solved an important scientific and practical problem, which consists in 

developing methods for predicting the accuracy and ensuring the reliability of the 

numerical implementation of mathematical models of dynamic systems when solving 

applied problems of their research (modelling and control search). 

It has been established that the development and improvement of methods for 

calculating and controlling the processes of functioning of dynamic systems, which 

constitute the vast majority of technical and technological processes and objects, is an 

urgent scientific problem, which also has important applied significance. It has been 

shown that a constructive way of studying dynamic systems is modelling (in particular, 

mathematical), during which not a real (physical) dynamic system is studied, but its 

mathematical model (MM), which is formalized ‒ in the form of a certain mathematical 

expression ‒ describes physical phenomena that characterize the dynamic properties of 

the system under study. At the same time, an important class of models of dynamic 

systems should be considered differential and integral equations, which, unlike other 

models (for example, recurrent and empirical dependencies, etc.), in particular, 

adequately describe real physical phenomena and processes in the entire range of 

parameters, and the latter, in addition, allow describing the phenomena of «after-

effects» (i.e., the reaction to previously introduced exciting influences), and also 

provide a «memory» effect, which consists in accumulating information about the 

previous states of the dynamic system. The results of mathematical modelling can have 

both independent significance in the direct problem of analyzing dynamic systems ‒ in 

the form of various types of characteristics obtained (transient, pulse, frequency, etc.), 
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and in the case of finding the responses of dynamic systems to the introduced influences 

when solving the inverse problem ‒ the synthesis of algorithms and strategies for 

controlling the specified systems. 

An important aspect of mathematical modelling, in addition to the adequacy of 

the MM to a real dynamic system, which consists in the correspondence of the solutions 

of mathematical expressions (which make up the MM) to the dynamic behaviour of the 

physical system, is ensuring the reliability of these solutions obtained using specific 

computational tools in the implementation of the MM and for the input data entered into 

the model. In this regard, a number of tasks have been set and solved to create effective 

methods and appropriate algorithms for controlling and analyzing the processes of 

functioning and accuracy of hardware and software tools that implement the MM of the 

dynamic systems under study. 

Complex problems that do not yet have a universal solution include the 

assessment of the accuracy of solving problems of modelling and control of dynamic 

systems using computer technology. 

Based on the analysis of the advantages and disadvantages of existing methods 

for analyzing the qualitative indicators of the obtained numerical implementations of 

MM dynamic systems, the work attempts to eliminate the contradiction between the 

significantly developed model and methodological support of mathematical modelling 

tools and the lack of satisfactory (in particular, in terms of speed and computational 

costs) estimates of the accuracy and reliability of solutions of the corresponding 

equations as models of the dynamic systems under study. 

The constructiveness of the proposed methods for controlling quality indicators in 

the computational implementation of MM dynamic systems in the problems of their 

modelling and control is confirmed by the solution of test examples, close to real 

practical cases. 

The purpose of the dissertation is to develop methods for predicting the 

accuracy and analyzing the reliability of computational implementation of models of 

dynamic systems, represented in the classes of differential and integral equations ‒ 
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when solving applied modelling and control problems based on them, by determining 

the quality indicators of the computer and software-algorithmic tools involved. 

To achieve the stated research goal, the following tasks were set and solved in 

the dissertation work: 

‒ existing approaches to the mathematical formalization of dynamic systems in 

the tasks of their modelling and control were considered, as a result of which the 

features of describing dynamic systems by models in the form of differential and 

integral equations of various types were shown; 

‒ methods for numerical implementation of differential and integral equations as 

mathematical models of dynamic systems were analyzed, as well as the errors that arise 

in this case; 

‒ developed an error ranking method to assess the accuracy of solving problems 

of modelling and controlling dynamic systems; 

‒ constructed (based on the error ranking method) "bottom-up" estimates of the 

distribution functions of the non-removable error of the implementation of 

mathematical models of dynamic objects, represented by differential and integral 

equations, in modelling and control problems; 

‒ developed methods (extrapolation, interpolation and adaptive) for controlling 

the reliability of the computational implementation of models of dynamic systems in the 

processes of their modelling and control; 

‒ developed experience in the practical application of error ranking methods and 

controlling the reliability of the computational implementation of models of dynamic 

systems in the problems of their modelling and control. 

The scientific novelty of the results obtained, which are submitted for defence, 

lies in the fact that for the first time: 

‒ a method of ranking by error when solving problems of modelling dynamic 

systems and their control has been proposed, which, unlike known methods, in 

particular, of assessing the accuracy of numerical solution of equations of mathematical 

physics, allows to preliminarily (before the beginning of the process of computer 

solving the problem) calculate the dependence of the solution error on the 
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characteristics of the primary errors with the involvement of classification by the 

accuracy of the problems being solved; 

‒ a method of controlling the reliability of the computational implementation of 

MM of dynamic systems with increasing accuracy has been proposed, which, unlike the 

methods of «forecast ‒ correction», ensures the consistent obtaining of the value of the 

desired function of the state of the dynamic system with the order of accuracy of the 

local error, which (order) increases; 

‒ methods for controlling the reliability of the computational implementation of 

models of dynamic systems in the processes of their modelling and control are 

proposed, based on the idea of introducing a control algorithm that is performed at the 

stage of numerical solution of the set (main) problem, but one that is simpler than the 

main one; moreover, the proposed methods for controlling reliability allow to achieve 

an increase in the latter by using in the control algorithm information that has already 

been controlled at the previous steps of the main algorithm (extrapolation method), or 

allow to organize implicit control, which ensures a reduction in the range of deviation of 

the controlled value from the control, that is, they allow to reduce the noise level 

(interpolation method); 

‒ criteria for making a decision on the presence or absence of an error (failure) 

in the main computational algorithm for solving problems of modelling and controlling 

dynamic systems were proposed, which allowed us to formulate a decision-making 

system for reliability control (which is based on the introduced concepts of the measure 

of accuracy of calculations and the permissible range of values of this measure), as well 

as to develop adaptive methods for controlling the reliability of the computational 

implementation of dynamic systems models, which ensure the determination of the 

parameters of the control algorithm from the condition of a minimum of a certain 

degree of proximity of the results obtained by the control and main algorithms. 

The practical value of the work lies in the fact that the proposed methods for 

predicting the accuracy and analyzing the reliability of computational implementation 

of models of dynamic systems allow us to expand the class of problems of modeling 

and controlling these systems that are important for practice, and the developed 
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algorithms that form the basis of the proposed methods are focused on solving a wide 

range of engineering and research problems that arise in the analysis and control of 

dynamic systems. 

The use of developed applied algorithms for predicting the accuracy and 

reliability of numerical implementation of MM dynamic systems allows to ensure the 

desired accuracy, as well as to reduce the number of failures ( )5,2...4,1  in the process of 

solving real problems of modelling and controlling dynamic systems. 

The developed methods for analysing the accuracy and reliability of 

computational implementation of MM of dynamic systems were implemented at 

Naftogazhim Service LLC (NGH Service LLC), where they are included in the software 

and algorithmic support of the operating ACS. 

The results obtained in the dissertation were used in the development of lecture 

courses and corresponding cycles of laboratory work in the disciplines: «Numerical 

Methods», «Computer Modelling of Processes and Systems», «Identification and 

Modelling of Processes» and «Models and Tools for Mathematical Modelling of 

Technological Processes», and were also applied in the development of topics for 

bachelor's and master's qualification theses. 

The object of research is the processes of mathematical modelling of dynamic 

systems in the tasks of their modelling and control. 

The subject of research is the assessment of qualitative characteristics 

(accuracy, reliability and absence of failures during numerical implementation) of 

models and modelling and control tools in the tasks of applied research of dynamic 

systems. 

Keywords: mathematical modeling, mathematical model, integral equations, 

reliability of computational implementation, solution accuracy, ranking by error. 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми дисертаційної роботи. Розробка і удосконалення 

методів розрахунку та контролю процесів функціонування і експлуатаційних 

режимів технічних систем, в тому числі моделюючих та управляючих засобів як 

складових останніх, являє собою серйозну наукову проблему, яка має актуальне 

прикладне значення [1]‒[9]. Насамперед, актуальність зазначеної проблеми 

пов’язано з оцінкою точності та достовірності реалізації досліджуваних 

технічних (зокрема, динамічних) систем на етапах їх аналізу (моделювання та 

ідентифікації), а також синтезу законів управління ними [10]‒[14]. 

Проведення розрахунків з метою забезпечення якісної оптимізації 

параметрів динамічних систем за різними критеріями, організації ефективного 

виробничого та експлуатаційного контролю можливо лише на основі створення 

дієвих методів (та реалізуючих їх алгоритмів) аналізу процесів функціонування та 

точності складних структур і принципових схем динамічних систем, які 

проектуються та розробляються, а також засобів нової техніки [14]‒[17]. При 

розробці вказаних методів та алгоритмів виникає комплекс складних наукових 

задач, рішення яких потребує проведення низки наукових досліджень. 

Потребують дослідження наукові розробки, пов’язані зі створенням та 

запровадженням методів і отримуваних на їх основі обчислювальних алгоритмів 

щодо розв’язування задач аналізу процесів функціонування, забезпечення та 

контролю показників точності неперервних об’єктів і систем, що описуються 

диференціальними, інтегральними та алгебраїчними рівняннями. Об’єктами 

застосування методів та алгоритмів, які існують або потребують розробки, є 

системи моделювання та управління, їх елементи та вузли, спеціалізовані та 

універсальні обчислювальні засоби, що використовуються при розв’язуванні 

відповідних задач (зокрема, моделювання динамічних систем та управління 

ними). 

Ефективним апаратом опису динамічних процесів у неперервних об’єктах 

при розв’язуванні прямих (моделювання), зворотних (управління) та інверсних 
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(ідентифікації) задач є диференціальні та інтегральні рівняння, що пов’язано з 

природною сутністю формування даних типів математичних виразів і наявністю в 

них незалежного параметру часу, який характеризує динамічну поведінку 

досліджуваних систем. Одначе слід зауважити на виникнення певних труднощів 

при розв’язуванні диференціальних та інтегральних рівнянь, які, в ході реалізації 

задач моделювання динамічних систем та управління ними, розглядаються як 

математичні моделі (ММ) вказаних систем. Так, зокрема, при розв’язуванні 

диференціальних рівнянь можуть виникати проблеми збіжності розв’язків, а при 

розв’язуванні інтегральних рівнянь – некоректності розв’язків (наприклад, для 

рівнянь Вольтерри та Фредгольма І роду). Одним з важливих показників якості 

функціонування обчислювальних засобів, що застосовуються при розв’язуванні 

диференціальних та інтегральних рівнянь, є стійкість цих засобів. У зв’язку з 

цим виникають різного роду питання щодо стійкості обчислювальних засобів, які 

застосовуються для розв’язування систем алгебраїчних рівнянь, що формуються в 

результаті апроксимації первинних диференціальних та інтегральних рівнянь, 

прийнятих в якості ММ досліджуваних динамічних систем. Крім того, при 

розв’язуванні задач моделювання та управління виникає проблема аналізу 

точності відповідних дискретних моделей динамічних систем, що реалізуються 

обчислювальними засобами. 

Також до «складних» проблем, які не мають на тепер універсального 

розв’язку, відноситься оцінка точності розв’язку задач моделювання та 

управління із застосуванням існуючого парку обчислювальних машин. Ця 

проблема потребує як розвиток існуючих, так і створення нових методів, що 

дозволяють отримати адекватні оцінки точності реалізації ММ динамічних систем 

у вигляді диференціальних або інтегральних рівнянь (тобто дискретних аналогів 

відповідних ММ) безпосередньо в ході розв’язування основної задачі 

моделювання (або управляння) та таких (методів), які дозволяють приймати 

рішення щодо подальшого перебігу обчислювального процесу за основним 

алгоритмом розв’язку задачі моделювання (чи управління) або коригування 

останнього. Дієвим шляхом вирішення даної проблеми може розглядатися 
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розвиток та модифікація методів тарирування. Даний підхід засновано на ідеї 

попереднього (тобто такого, що передує етапу основного розв’язку задачі із 

застосуванням обчислювальних засобів) розрахунку залежності похибки 

розв’язку від характеристик первинних похибок із залученням класифікації за 

точністю задач, які розв’язуються. Існуючі методи тарирування віднайшли певне 

застосування на прикладі розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР) [18]. При цьому, в якості норми вихідної оцінки неусувної похибки 

розв’язку, обирається відома оцінка норми вектору похибок, а за вихідну 

інформацію щодо первинних похибок використовуються їх ймовірнісні 

характеристики. 

Слід зазначити, що при аналізі проблеми точності обчислювальної 

реалізації ММ динамічних систем виникає задача оцінки впливу відхилень 

параметрів динамічних систем (особливо нелінійних параметрів) на їх рух та 

показники якості функціонування. Як і при аналізі точності динамічних систем, 

так і при розв’язуванні задач їх синтезу з урахуванням умов точності, важливе 

значення має можливість аналітичного вираження додаткового руху системи. В 

даному випадку проблема точності постає на етапі формулювання виразів для 

відхилення траєкторії руху динамічної системи відносно опорної траєкторії та 

відносно збудженого руху. Дотично до цього постає проблема розробки 

алгоритмів раціонального визначення вузлів інтерполяції при обчисленні 

функціоналів від вихідних координат системи. Алгоритми відносяться до 

процедур, зокрема, вибору вузлів гаусових квадратур щодо обчислення 

показників якості систем моделювання та управління з найменшими похибками 

обчислень. 

Аналіз точності в прикладних задачах дослідження як лінійних, так і 

нелінійних динамічних систем неодмінно пов’язано із застосуванням апаратних та 

програмних засобів обчислювальної техніки (ОТ). Це означає, що методи, які 

розробляються, мають бути реалізовані у вигляді пакетів прикладних програм 

(ППП), які мають бути поєднані між собою та складати єдине ціле. 
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Математичне моделювання являє собою потужний підхід до дослідження, 

розробки та проектування динамічних систем. Крім того ММ широко 

використовуються в якості складових частин систем управління та складних 

моделюючих комплексів, точність функціонування яких багато в чому 

визначається точністю процесів моделювання. У зв’язку з цим суттєве значення 

набувають методи аналізу, забезпечення та контролю точності процесів 

моделювання засобами ОТ. Похідною від цих методів постає задача класифікації 

відповідних методів контролю та організації завадостійкого обчислювального 

процесу при моделюванні динамічних систем. Кардинально постає задача 

формування структур завадозахищених алгоритмів, які містять в собі блоки 

розв’язування основної задачі, виконання контрольного алгоритму та управління 

щодо прийнятого рішення стосовно подальшого перебігу обчислювального 

процесу (з урахуванням точності отриманого розв’язку). Також повинні 

враховуватися оцінки часових витрат на реалізацію алгоритмів контролю, що 

особливо важливо при розв’язуванні задач управління в реальному масштабі часу. 

Потребує подальшого розвитку коло питань, пов’язаних з принципами побудови 

методів контролю, що базуються на інформації, отриманій до процедур контролю, 

в ході виконання контролю, або таких, що є адаптивними до інформації, яка 

наявна на момент виконання контролю. 

Як актуальну проблему щодо забезпечення точності завадозахищеності 

обчислювального процесу в ході розв’язування задач моделювання динамічних 

систем та управління ними слід позначити створення методів, що забезпечують 

зростаючу точність обчислень. 

Важливим питанням при організації процесів алгоритмічного контролю є 

вибір та обґрунтування критеріїв прийняття рішень щодо наявності або 

відсутності завади (збою) в основному обчислювальному процесі. Важливою 

вимогою організації алгоритмічного контролю має бути те, що система прийняття 

рішення має будуватися на основі уведених мір точності обчислень та допустимої 

області значень цієї міри. З метою оцінки результатів дії алгоритмів контролю має 

забезпечуватися достовірність контролю, що визначає виявлення похибок, 
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пов’язаних з недосконалістю методу контролю та похибкою, яка вноситься при 

корекції основних значень (величин), що обчислюються. 

У прикладному аспекті розв’язування питань побудови моделей та 

комп’ютерно-орієнтованих методів аналізу достовірності реалізації динамічних 

систем виникає в низці трудомістких задач забезпечення точності при 

проектуванні, виробництві (контролі технічної якості) та експлуатації 

різноманітних складних технічних об’єктів (зокрема, електронної апаратури, 

систем управління та діагностики, мехатронних систем тощо). При рішенні цих 

задач ефективним, та чи не єдиним підходом, є математичне моделювання 

(сукупності взаємопов’язаних прямої, зворотної та індуктивної задач, або інакше 

задач: моделювання, управління та ідентифікації), в основу якого покладено 

застосування та обчислювальна реалізація ММ різного типу. 

На теперішній час відомі роботи зарубіжних вчених в галузі математичного 

моделювання та обчислювальних методів, зокрема таких як: Bernard C., Flajolet P., 

Sedgewick R., Gay M., Zhang L., Liu W. K., Mitson A. P., Kakalis N., Luenberger D. 

G. та ін. 

Вагомий внесок в розробку проблем математичного моделювання 

динамічних систем та теорії управління ними зроблено вітчизняними вченими, 

зокрема, Мацевитим Ю. М., Прокофьєвим В. Є, Згуровським М. З., Бідюком П. І., 

Гаращенком Ф. Г., Скопецьким В. В., Наконечним О. Г, Квєтним Р. Н, Пупеною 

О. М. 

Значний доробок в теорію та практику математичного моделювання, 

пов’язаний з широким колом питань методологічного забезпечення розв’язків 

диференціальних і інтегральних рівнянь як моделей динамічних систем та 

розробки відповідних комп’ютерних засобів їх реалізації, внесено визнаним 

вітчизняним вченим чл.-кор. НАПН України, д.т.н., професором Верланем А. Ф. 

та представниками створеної ним наукової школи (Палагін В. В., Федорчук В. А., 

Ситник О. О., Іванюк В. А. та ін.). Багаторічно плідно розвивається напрямок 

моделювання та ідентифікації динамічних систем в рамках апарату інтегральних 

рівнянь, започаткований в Національному університеті «Одеська політехніка» 
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д.т.н., професором Павленком В. Д., та його учнями (Фомін О. О., Сперанський 

В. О., Масрі М. М., Ломовой В. І., Шаманіна Т. В.). 

Одначе, не зважаючи на наявність значної кількості робіт, присвячених 

побудові, а також числовій і комп’ютерній реалізаціям ММ динамічних систем, 

представлених диференціальними та інтегральними рівняннями, залишаються не 

в повній мірі дослідженими питання оцінки точності та достовірності 

отриманих розв’язків цих рівнянь в прикладних задачах моделювання та 

управління. 

Таким чином, на сьогодення, при розв’язуванні переважної більшості задач 

в практиці моделювання динамічних систем та синтезу управління ними, 

спостерігається наявність протиріччя: за наявності добре розвинутої модельної 

та методологічної підтримки засобів математичного моделювання промислово 

важливих та природно значимих динамічних систем, недостатній розвиток набули 

питання оцінки точності та достовірності розв’язків відповідних рівнянь як 

моделей динамічних систем, а також виявлення збоїв (завад) в обчислювальному 

процесі. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, темами, планами. Чинну 

дисертаційну роботу виконано у відповідності до пріоритетних напрямків 

науково-дослідних робіт Національного університету «Одеська політехніка», 

згідно координаційних планів Міністерства освіти і науки України, зокрема, в 

рамках наукових досліджень за держбюджетною науково-дослідною роботою 

(НДР): «Методи та програмні засоби інтерпретації моделей машинного навчання 

непараметричних динамічних об’єктів» №210-63, 2021 – 2025 р. р. (№ держ. 

реєстрації 0122U002161). 

Мета та задачі дослідження. Метою дисертаційного дослідження є 

розробка методів прогнозування точності і аналізу достовірності обчислювальної 

реалізації моделей динамічних систем, представлених у класах диференціальних 

та інтегральних рівнянь ‒ при розв’язуванні прикладних задач моделювання і 
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управління на їх основі, шляхом визначення показників якості задіяних 

комп’ютерних та програмно-алгоритмічних інструментальних засобів. 

Для досягнення вказаної мети дослідження в дисертаційній роботі було 

поставлено та розв’язано наступні задачі: 

‒ розглянуто існуючі підходи до математичної формалізації динамічних 

систем в задачах їх моделювання і управління, в результаті чого показано 

особливості опису динамічних систем моделями у вигляді диференціальних та 

інтегральних рівнянь різних типів; 

‒ виконано аналіз методів числової реалізації диференціальних та 

інтегральних рівнянь як математичних моделей динамічних систем, а також 

похибок, які виникають при цьому; 

‒ розроблено метод ранжирування за похибкою для оцінки точності 

розв’язування задач моделювання динамічними системами та управління ними; 

‒ побудовано (на основі методу ранжирування за похибкою) оцінки 

«знизу» функцій розподілу неусувної похибки реалізації математичних моделей 

динамічних об’єктів, представлених диференціальними та інтегральними 

рівняннями, в задачах моделювання і управління; 

‒ розроблено методи (екстраполяційний, інтерполяційний та адаптивний) 

контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей динамічних систем в 

процесах їх моделювання та управління; 

‒ опрацьовано досвід практичного застосування методів ранжирування за 

похибкою та контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей 

динамічних систем в задачах їх моделювання та управління. 

Об’єктом досліджень є процеси математичного моделювання динамічних 

систем в задачах їх моделювання та управління. 

Предметом дослідження є оцінки якісних характеристик (точності, 

достовірності та відсутності збоїв при числовій реалізації) моделей та засобів 

моделювання і управління в задачах прикладного дослідження динамічних 

систем. 
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Методи досліджень. В дисертаційній роботі застосовано апарат рівнянь 

математичної фізики; окремі положення теорій числового аналізу, похибок та 

математичної статистики; методи організації комп’ютерних засобів моделювання 

(управління) та обчислювального експерименту. 

Наукова новизна результатів, які виносяться на захист, полягає в тому, що 

вперше: 

‒ запропоновано метод ранжирування за похибкою при розв’язуванні 

задач моделювання динамічних систем та управління ними, який, на відміну від 

відомих, зокрема, методів оцінювання точності числового розв’язування рівнянь 

математичної фізики, дозволяє попередньо (до початку процесу комп’ютерного 

розв’язування задачі) виконати розрахунок залежності похибки розв’язку від 

характеристик первинних похибок із залученням класифікації за точністю задач, 

що розв’язуються; 

‒ запропоновано метод контролю достовірності обчислювальної реалізації 

ММ динамічних систем зі зростаючою точністю, який, на відміну від методів 

«прогноз ‒ корекція», забезпечує послідовне отримання значення шуканої функції 

стану динамічної системи з порядком точності локальної похибки, який (порядок) 

збільшується; 

‒ запропоновано методи контролю достовірності обчислювальної 

реалізації моделей динамічних систем в процесах їх моделювання та управління, 

засновані на ідеї введення контрольного алгоритму, який виконується на етапі 

числового розв’язування поставленої (основної) задачі, але такого, що простіший 

за основний; причому, запропоновані методи контролю достовірності, дозволяють 

досягнути підвищення останньої за рахунок застосування в контрольному 

алгоритмі інформації, яку вже проконтрольовано на попередніх кроках основного 

алгоритму (екстраполяційний метод), або дозволяють організувати неявний 

контроль, що забезпечує зменшення діапазону відхилення величини, яка 

контролюється від контрольної, тобто дозволяють знизити рівень шуму 

(інтерполяційний метод); 
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‒ запропоновано критерії щодо прийняття рішення про наявність або 

відсутність похибки (збою) в основному обчислювальному алгоритмі 

розв’язування задач моделювання динамічних систем та управління ними, що 

дозволило сформулювати систему прийняття рішень при контролі достовірності 

(яка ґрунтується на основі уведених поняттях міри точності обчислень та 

допустимої області значень цієї міри), а також розробити адаптивні методи 

контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей динамічних систем, 

які забезпечують визначення параметрів контрольного алгоритму з умови 

мінімуму певної міри близькості результатів, отриманих за контрольним та 

основним алгоритмах. 

Практична цінність роботи полягає в тому, що запропоновані методи 

прогнозу точності і аналізу достовірності обчислювальної реалізації моделей 

динамічних систем дозволяють розширити клас важливих для практики задач 

моделювання та управління вказаними системами, а розроблені алгоритми, що 

покладено в основу запропонованих методів, орієнтовано на розв’язування 

широкого кола інженерних та дослідницьких задач, які виникають при аналізі 

динамічних систем та управлінні ними. 

Застосування розроблених прикладних алгоритмів прогнозування точності 

та достовірності числової реалізації ММ динамічних систем дозволяють 

забезпечити бажану точність, а також зменшити у ( )5,2...4,1  рази кількість збоїв в 

процесі розв’язування реальних задач моделювання динамічних систем та 

управління ними. 

Розроблені методи аналізу точності та достовірності обчислювальної 

реалізації ММ моделей динамічних систем запроваджено в ТОВ «Нафтогазхім 

Сервіс» (ТОВ «НГХ Сервіс»), де їх включено до складу програмно-

алгоритмічного забезпечення діючої АСУ ТП. 

Результати, отримані в дисертаційній роботі, використано при розробці 

лекційних курсів та відповідних циклів лабораторних робіт, з дисциплін: «Числові 

методи», «Комп’ютерне моделювання процесів і систем», «Ідентифікація та 
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моделювання процесів» і «Моделі та інструментальні засоби математичного 

моделювання технологічних процесів», які поставлено і читаються на кафедрі 

комп’ютеризованих систем та програмних технологій Національного 

університету «Одеська політехніка». 

Особистий внесок здобувача в працях, опублікованих із співавторами. 

Наукові положення, висновки та рекомендації, які викладено у дисертаційній 

роботі, і які виносяться на захист, отримано особисто здобувачем та узагальнено 

під час оформлення дисертаційної роботи. Наукові праці [19], [20], [22] виконано 

автором самостійно. В працях, опублікованих у співавторстві [21], [23]‒[36], 

автору належать вибір наукового напрямку, постановка задач та способи їх 

розв’язування, теоретичне обґрунтування методології та інтерпретація результатів 

досліджень. Зокрема, автору належать: 

‒ в [22] ‒  метод та алгоритм числової реалізації ММ гравітаційної 

хвилі на границі поділу двошарової рідинної системи; 

‒ в [23] ‒ моделі та метод обчислення узагальненого показника 

надійності для стратегій профілактики; 

‒ в [24] ‒ формування оцінок показників точності при числовій 

реалізації ММ нелінійних динамічних систем; 

‒ в [25] ‒ аналітичні вирази обчислення необхідного порядку методу 

Рунге-Кутти при визначенні кроку інтегрування на етапі реалізації ММ 

динамічної системи, що забезпечує необхідну точність шуканого розв’язку; 

‒ в [26] ‒ метод спрощення ММ складних динамічних об’єктів, який 

забезпечує задану точність моделювання при зменшенні розмірності вектору 

параметрів вихідної ММ; 

‒ в [27] ‒ методи аналізу достовірності обчислювальної реалізації ММ 

динамічних систем (зі зростаючою точністю обчислень, екстраполяційний та 

інтерполяційний); 

‒ в [28] ‒ ММ аномальних дифузійних процесів з просторово-

часовими характеристиками; 
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‒ в [29] ‒ ММ та алгоритм числової реалізації ММ динамічного стану 

ударних хвиль у парорідинних двофазних системах; 

‒ в [30] ‒ ММ нелінійних об'єктів із суттєвою нелінійністю та оцінка 

точності їх (моделей) реалізації; 

‒ в [31] ‒ аналіз точності реалізації ММ нелінійних об'єктів із 

суттєвою не лінійністю; 

‒ в [32] ‒ прогнозування залежності похибки числової реалізації ММ 

динамічних об’єктів від характеристик первинних похибок; 

‒ в [33] ‒ метод ранжирування за похибкою в задачах моделювання 

динамічних систем; 

‒ в [34] ‒ оцінки розв’язків задач моделювання динамічних систем на 

основі методу ранжування за похибкою; 

‒ в [35] ‒ оцінки точності вимірювань у системах зважування для 

рухомих об’єктів (в динаміці); 

‒ в [36] ‒ критерії визначення наявності збою та адаптивний метод 

контролю достовірності при числовій реалізації ММ динамічних систем. 

Апробація результатів дисертації. Основні теоретичні положення та 

отримані практичні результати дисертаційної роботи доповідалися та 

обговорювалися на: V International Scientific and Practical Conference Scientific 

Paradigm in the Context of Technologies and Society Development (May 16-18, 2023 

in Geneva, Switzerland); XІІІ Міжнародній науковій конференції студентів та 

молодих вчених «Сучасні інформаційні технології ‒ 2023 (МІТ2023)» (18-19 

травня, 2023, Одеса, Україна); IV International Scientific and Practical Internet 

Conference «Mathematics and Informatics in Science and Education: Challenges of 

Modernity» (May 25-26, 2023, Vinnytsia, Ukraine); 18th Conference on Computer 

Science and Intelligence Systems. (17‒20 September, 2023, Warsaw, Poland); VI 

Міжнародній науковій конференції «Проблеми та перспективи реалізації та 

впровадження міждисциплінарних наукових досягнень: матеріали» (2лютого, 

2024, Біла Церква, Україна); XXV Міжнародній науково-практичній конференції 

«Сучасні інформаційні та електронні технології» (27-29 травня, 2024, Одеса, 
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Україна); 10-ій Міжнародній науковій конференції «Сучасні проблеми 

математичного моделювання, прогнозування та оптимізації» (28-29 червня, 2024, 

Кам’янець-Подільський, Україна); 12th International Conference Information Control 

Systems & Technologies (ICST 2024) (23‒25 September, 2024, Odesa, Ukraine) ‒ 

CEUR; International scientific conference «Development Priorities for Technical 

Sciences in the Modern World» (19–20, March, 2025. Riga, Republic of Latvia). 

Публікації. Основні наукові результати дисертаційної роботи викладено у 

18-ти наукових роботах, в тому числі: у 8-ми статтях, які опубліковано у 

виданнях, включених до Переліку фахових видань України (категорії «Б») та 

індексуються у міжнародних наукометричних базах даних (зокрема, Index 

Copernicus International, Ulrich’s Periodicals Directory, Electronic Journals Library, 

Google Scholar); у 1-й статті, яку опубліковано у зарубіжному виданні, а також у 

9-ти тезах Міжнародних наукових конференцій (матеріали однієї з яких 

проіндексовано у наукометричній базі Scopus). 

Структура та обсяг дисертації. Дисертаційна робота складається з 

анотації, вступу, чотирьох розділів, загальних висновків, списку використаної 

літератури з 290 найменувань (на 29 сторінках), 5 додатків (на 25 сторінках), 11 

рисунків та 5 таблиць. Загальний обсяг дисертаційної роботи складає 255 

сторінок, в тому числі 190 сторінок основного тексту. 
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1 АНАЛІЗ ПІДХОДІВ ДО МАТЕМАТИЧНОЇ ФОРМАЛІЗАЦІЇ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ В ЗАДАЧАХ ЇХ МОДЕЛЮВАННЯ І УПРАВЛІННЯ 

 

Під динамічною системою у подальшому будемо вважати будь-який об’єкт 

або процес (зокрема, фізичний, обчислювальний чи інформаційний) для якого у 

довільний момент часу може бути встановлено поняття стану, що визначає 

поведінку означеного об’єкта або процесу у вигляді функції (лінійної чи 

нелінійної) від кінцевої множини параметрів, причому час розглядається як 

незалежний параметр у даній множині. 

В даному розділі проаналізовано та обґрунтовано застосування апаратів 

диференціальних та інтегральних рівнянь в якості модельної підтримки при 

формалізації задач аналізу динамічного стану систем та середовищ різної фізичної 

природи. Також досліджено переваги та недоліки відомих обчислювальних методів 

і реалізуючих їх алгоритмів розв’язування диференціальних та інтегральних 

рівнянь, що являють собою математичні моделі (ММ) динамічних систем та 

середовищ. Визначено особливості використання комп’ютерних засобів при 

математичному моделюванні та пошуку законів управління на основі динамічних 

моделей у вигляді диференційних та інтегральних рівнянь різних типів. 

На типових прикладах в галузі техніки і хімічних технологій, а також 

природно-значимого характеру, показано процедуру складання ММ динамічних 

систем на основі застосування апарату диференціальних та інтегральних рівнянь, 

ґрунтуючись на фундаментальних фізичних законах (збереження маси, енергії, 

руху, імпульсу тощо). 

1.1 Особливості формалізації динамічних систем та середовищ моделями 

у вигляді диференціальних рівнянь 

 

1.1.1 Застосування моделей у вигляді диференціальних рівнянь при 

формалізації динамічних систем в задачах їх моделювання та управління. 

Враховуючи дане вище визначення динамічної системи, очевидно, що у 
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загальному вигляді її ММ можна представити у формі нелінійного 

диференціального рівняння таким чином: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  0...,,,...,,,,...,,,, =tttttttttF fffyyyxxx  ,  (1.1) 

 

де у квадратних дужках представлено вектори вхідного сигналу ( )tx , вихідної 

координати ( )ty  та зовнішніх збуджень ( )tf  разом з їх похідними, що 

характеризують динамічну систему, відповідно. 

Частинним випадком рівняння (1.1) є лінійне диференціальне рівняння, яке 

може бути отримано з рівняння (1.1) або за умови нехтування (в певних межах) 

нелінійністю диференціального оператора функції  F , або лінеаризацією в 

усталеному режимі (коли складові векторів ( )tx  та ( )ty  мало відхиляються від їх 

програмних, тобто заданих, значень ( )t0
x  та ( )t0

y ). Тоді для усталеного режиму 

можна записати: 

 

( ) ( ) ( )ttt xxx += 0 ; ( ) ( ) ( )ttt xxx  += 0 ; ( ) ( ) ( )ttt xxx  += 0 ; …, 

 

( ) ( ) ( )ttt xyy += 0 ; ( ) ( ) ( )ttt yyy  += 0 ; ( ) ( ) ( )ttt yyy  += 0 ; … . 

 

Після цього, розкладаючи в ряд Тейлора ліву частину рівняння (1.1), отримаємо 

(зовнішнє збудження ( )tf  та його похідні при лінеаризації не розглядається, 

оскільки, як правило, вони не можуть бути виміряними, та не мають програмних 

значень): 
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де n  та m  відповідно порядки векторів ( )tx  та ( )ty . 

Інакше лінеаризоване диференціальне рівняння (1.2), або ММ динамічної 

системи у вигляді лінійного диференціального рівняння, може бути представлено 

наступним чином: 
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v  та q  ‒ вищі ступені похідних складових векторів ( )tx  та ( )ty , відповідно. 
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До рівняння (1.3) може бути застосовано перетворення Лапласа [37]‒[40], 

що зводить його до операторної форми: 
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Якщо в рівнянні динаміки виду (1.4) взяти відношення зображення вектору ( )ty  

(тобто ( )pY ) до зображення вектору ( )tx  (тобто ( )pX ) при нульових початкових 

умовах ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0...000...000 ======== yyyxxx  ) та відсутності зовнішніх 

збуджень ( ( ) 0=tf ), то, у підсумку, можна отримати передаточну функцію 

динамічної системи у вигляді операторного коефіцієнта передачі, а саме: 
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−
−
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1
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1

10 ...... vv
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qq
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mmmm
 

( ) ( ) )
nnnn vv

vv
vv

v bpbpbpbbpbpb +++++++++ −
−

−
−

1
1

101
1

1 ......
222

; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0...000...000 ======== yyyxxx  ,  ( ) 0=tf  (1.5) 

 

ММ у формі (1.3) переважно застосовуються при аналізі (ідентифікації та 

моделюванні, зокрема, математичному та комп’ютерному) динамічних систем, а у 

формі (1.5) ‒ при синтезі управління ними. 

Розглянуті вище ММ динамічних систем у вигляді рівнянь (1.1), (1.3) та їх 

операторних аналогів (1.4), (1.5), представлено в класі диференціальних рівнянь у 

повних похідних (чи – звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР)), тобто у випадку, 
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коли шукана функція ( )ty  (або, як у випадках, що розглянуто вище ‒ вектор-

функція ( )ty ) є функцією одного незалежного параметру t  ‒ часу. 

На відміну від цього, у практичних додатках, поширено також 

представлення ММ динамічних систем у формі диференціальних рівнянь у 

частинних похідних (ДРЧП), що у загальному вигляді можна представити як: 
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,    (1.6) 

 

де ( )tx1 , ( )tx2 , …, ( )txn , t  ‒ незалежні змінні; 

( ) = tx  ( ) ( ) ( ) txtxtx n...,,, 21=  ‒ шукана функція цих змінних. 

При цьому диференційний оператор F  може містити частинні похідні 

різного виду та порядку та бути як лінійним, так і нелінійним. 

Наведені вище типи диференціальних рівнянь є природною формою опису 

еволюції (тобто розвитку в часі) реальних об’єктів та процесів, зокрема таких, що 

зазнають короткотерміновий («миттєвий») вплив. Основна перевага, яка визначає 

широке застосування в якості ММ динамічних систем диференціальних рівнянь 

різних типів, полягає в тому, що останні містять похідні ‒ тобто відображають 

швидкість зміни вхідних та вихідних сигналів (суть ‒ їх динаміку), що є суттєвою 

характеристикою динамічних систем як таких. 

 

1.1.2 Приклади динамічних систем та середовищ, що описуються 

моделями у вигляді диференціальних рівнянь. При формалізації динамічних 

об’єктів і процесів в технічних системах та математичному описі еволюційних 

фізичних явищ природного походження широко застосовуються диференціальні 

рівняння різних типів. Наведемо низку прикладів такого застосування. 
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Приклад 1.1. Розглянемо побудову ММ генератора постійного струму [41]. 

Вхідним сигналом ( )tx  для генератора виступає напруга збудження ( )tuз , що 

подається на обмотку збудження, а вихідною величиною ( )ty  ‒ напруга на щітках 

якоря генератора ( )tuг . Збуджуючим впливом ( )tf  виступає струм обмотки якоря 

( )tiя , величина якого залежить від під’єднаного до генератора навантаження у 

вигляді опору нr . В такому разі, очевидними є наступні співвідношення: 

 

( ) ( ) яяг )( rtitEtu −= ,  ( ) ( )tiktE з= ,  ( ) ( ) ззз rtuti =  

 

де ( )tE  ‒ електрорушійна сила (ЕРС), В; 

( )tiз  ‒ струм збудження, А; 

зr , яr  ‒ опори обмоток збудження та якоря, відповідно, Ом; 

k  ‒ коефіцієнт, що залежить від конструктивного виконання генератора. 

Тоді, на підставі другого закону Кірхгофа, для обмотки збудження: 

 

( ) ( )
td

id
Lrtitu з

зззз += , 

 

де зL  ‒ індуктивність обмотки збудження, Гн. 

З урахуванням виразу для струму збудження ( )tiз  та ЕРС ( )tE , остаточно 

отримаємо ММ генератора постійного струму 

 

( )
( ) ( )

( )
td

tid
Trtkutu

td

tud
T я

язг
г −=+ ,   (1.7) 

 

де ззrLT =  ‒ постійна часу обмотки збудження, с. 
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Останнє рівняння в операторній формі має вигляд: 

 

( ) ( )11 язг +−=+ TprIUkTpU я .    (1.8) 

 

Аналогічним чином можна отримати ММ інших електромашинних 

пристроїв (двигунів, електромашинних підсилювачів, трансформаторів, тяглових 

реле тощо ), поширених в системах автоматики та електроприводу. 

Приклад 1.2. Типовими прикладами застосування диференціальних рівнянь 

в якості моделей динамічних систем можуть бути ММ хімічних процесів та 

апаратів. Зокрема, хімічна реакція рідинного переходу речовини A  в речовину B  

виду BA→ , яка відбувається в диспенсері з постійним перемішуванням 

[42]‒[44], описується наступною динамічною моделлю 

 

( )
( ) ( ) 

( )

( ) 
1

1 д

2

1 TetSt
dt

td tT

t

a +−+−=
 +



,  (1.9) 

 

( )
( ) ( ) ( ) 

( )

( )  ( ) 2

1

д

д д

2

11 TtetSGtT
dt

tdT tT

t

a ++−+−−=
+



, (1.10) 

 

( )tTy д= ,      (1.11) 

 

де ( )t  ‒ відносна доля, що характеризує ступінь (суть ‒ швидкість) переходу 

речовини A  в речовину B ; 

( )tTд  ‒ температура в диспансері, K ; 

,,,GSa  ‒ конструктивні параметри диспенсера; 

( )t  ‒ температура охолоджуючої рідини, за допомогою якої забезпечуєть- 

ся бажана швидкість реакції BA→  (управляюча величина); 

21 , TT   ‒ відхилення температури та концентрації речовин в диспансері 
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від заданих уставок, що мають фізичний смисл збуджень. 

Рівняння спостереження (1.10) визначає, що контролюється лише 

температура в диспенсері. 

ММ у вигляді (1.9) ‒ (1.11) являє собою нелінійну динамічну модель. 

У разі значних геометричних розмірів просторової області  , де 

відбувається динамічний процес (наприклад, розміри хімічних технологічних 

апаратів), ММ динамічних систем коректно представляти диференціальними 

рівняннями у частинних похідних. Прикладом такої ММ може слугувати 

модифікація ММ виду (1.9)‒(1.11), в разі, якщо реакція переходу BA→  

відбувається у трубчастому деспенсері з рідинним охолодженням стінок 

останнього [45], [46]: 
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з початковими 

 

( ) ( ) ( ) ( )0,,,,;0,,,, д0д0
xrTtxrTxrtxr

tt
==

==
,  (1.14) 

 

та граничними умовами 

 

( ) ( ) ,0,,,,:0 д === txrTtxrx  
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( ) ( ) ,0,,,,:0 д === rtxrTrtxrr  

( ) ( ) ( ) ( ) txrTtxGrtxrTrtxrr ,,,,,,0,,:1 дд −===  ,  (1.15) 

 

де ( )txr ,, , ( )txrT ,,д  ‒ розподілені функції швидкості та температури реакції 

BA→  в диспенсері, відповідно; 

( )tx,  ‒ розподілена (лише по висоті зовнішньої стінки диспенсера)  

функція температури охолоджуючої рідини (управляюча величина); 

xr,  – радіальний та лінійний розмір внутрішньої порожнини диспенсера, 

відповідно (незалежні параметри); 

t  ‒ незалежний параметр часу; 

 ,,,,, gGSPP ahm  ‒ конструктивні параметри емульгатора. 

Рівняння системи вимірювання мають вигляд 

 

( ) ( ) NitxrTty iii ...,,2,1,,,д ==    (1.16) 

 

і описують систему розподілених вимірювачів (термопар), розташованих у точках 

( ) Nixr ii ...,,2,1,, =  по висоті диспенсера. Принагідно зазначимо, що управління у 

випадку, який розглядається (тобто температура ( )tx, ), входить у граничні 

умови – ситуація досить типова для поверхневих апаратів хімічних технологій. 

Приклад 1.3. Формалізацію явищ природного походження на основі 

диференціальних рівнянь розглянемо на прикладі динаміки популяції риби, яка 

існує у відносно великому замкненому озері. ММ в даному випадку досить точно 

описує диференціальне рівняння Ферхюльста (Verhulst), відоме також як 

логістичне рівняння [47], [48]: 

 

( ) ( )( )tPPtdtPd −= ,    (1.17) 

 

де ( )tP  ‒ функція, яка являє собою популяцію риби, що вимірюється у  
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десятках тисяч особин, а коефіцієнти   та   відповідно описують частоти 

народження та загибелі риби. 

Інтегрування (1.17) дає загальний аналітичний розв’язок у вигляді: 

 

( ) ( ) tСtP −+== exp ,     (1.18) 

 

де С  ‒ константа інтегрування, значення якої залежить від розміру популяції в 

початковий момент часу. 

З характеру розв’язку у відповідності до (1.18), видно, що популяція риби, 

згідно з аналітичною моделлю (1.17), спочатку доволі швидко зростає, але з часом 

наближається до деякої стаціонарної та рівновагової межі (насичення, при якому 

подальше збільшення популяції не спостерігається). 

 

1.2 Особливості формалізації динамічних систем та середовищ моделями 

у вигляді інтегральних рівнянь 

 

1.2.1 Застосування інтегральних моделей при формалізації задач 

аналізу динамічних систем та середовищ. Випадки формулювання задач у 

вигляді інтегральних рівнянь, тобто рівнянь, в яких шукана функція перебуває під 

знаком інтегралу, вперше зустрічається, приміром, у формулах обернення Фур’є 

та рівняннях Абеля, отриманих при розв’язуванні задач про таутохрону [49]. 

Основи теорії інтегральних рівнянь було закладено в роботах Віто Вольтерри, 

Івара Фредгольма, Давіда Гільберта та Ерхарда Шмідта [50], [51]. 

У загальному випадку інтегральне рівняння має наступний вигляд: 

 

( )  ( ) xuxfdssusxK
b

a

,,, = ,  bxa  .   (1.19) 
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В (1.19) x  являє собою незалежну змінну, ( )xu  ‒ невідому функцію, 

( ) susxK ,,  ‒ ядро інтегрального рівняння, а s  ‒ змінну інтегрування. 

Принагідно зазначимо, що при розв’язуванні деяких задач значно зручніше 

використовувати інтегральні рівняння, ніж диференціальні. 

Так, наприклад [52], задача Коши 

 

( )
( ) xuxf

dx

xdu
,= ,     (1.20) 

 

( ) 00 uxu =        (1.21) 

 

може бути сформульованою у вигляді інтегрального рівняння 

 

( ) ( ) dssusfuxu
x

x

−=

0

,0 .     (1.22) 

 

Таким чином, інтегральне рівняння (1.22), на відміну від диференціальної 

постановки, містить повну інформацію про задачу і для нього не потрібно 

додаткових умов (початкових умов, які завдаються виразом (1.21)). 

Вибір інтегральних рівнянь при математичному моделюванні, в залежності 

від досліджуваного явища, обумовлено наступними факторами: 

‒ неможливість складання інших рівнянь (суть – ММ явищ); 

‒ необхідність зниження мірності рівнянь (тобто кількості незалежних 

змінних) при розв’язуванні задач для суцільних середовищ; 

‒ можливість компактного формулювання граничних задач; 

‒ досягнення спрощень при обчисленнях; 

‒ можливість простого та природного переходу до систем кінцевовимірних 

рівнянь (при дискретизації неперервних задач). 
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Слід підкреслити особливу роль інтегральних рівнянь при розв’язуванні 

граничних задач та аналізі випадкових (в тому числі динамічних) процесів, що є 

предметом чинної дисертаційної роботи. 

З’ясування деяких загальних рис (положень) методу математичного 

моделювання, який являє собою сукупність прийомів визначення математичних 

зв’язків між відомими вихідними даними та невідомою характеристикою об’єкта, 

що досліджується (або явища у вигляді інтегральних рівнянь чи перетворень), є 

важливим не тільки тому, що це питання недостатньо висвітлено в літературі, але 

також і тому, що своєрідність інтегральних співвідношень та умов їх складання у 

значній мірі визначають вибір обчислювальних методів та засобів при числовій 

реалізації. 

Відомо [53]‒[56], що більшість сучасних теорій, покладених в основу 

математичної фізики, використовує властивості локальних полів, які (властивості) 

полягають в тому, що значення фізичних величин поля в заданій точці останнього 

(або, в термінах математичної фізики – функцій стану поля) визначаються  -

околом цього поля. Тому у підґрунтя вказаних теорій покладено апарат 

диференційних рівнянь, що також має місце в задачах, пов’язаних із 

дослідженням систем, що часто називаються дискретними, в яких  -окіл кожного 

моменту часу повністю визначає еволюцію системи. Застосування інтегральних 

рівнянь у зазначених задачах еквівалентно застосуванню диференційних рівнянь у 

відношенні до остаточно отриманих результатів, одначе дозволяє отримати більш 

компактні вирази за рахунок включення в них граничних умов (ГУ), що, в свою 

чергу, дає можливість природно та плідно розвивати різні форми теорії збуджень 

[57]‒[59]. Суттєвим є також можливість, яка надається інтегральними рівняннями 

при асимптотичному аналізі, застосовувати теореми, які зв’язують дані про 

середнє (інтегральне) значення функції з її локальною поведінкою. 

Проблема математичного моделювання задач, які мають стохастичну 

природу, суттєво відрізняються від випадку детермінованих задач. Точний 

(повний) опис стохастичних процесів, який виконується за допомогою 

диференційних рівнянь, виявляється у багатьох випадках практично 



50 
 

малокорисним, і який не дає змогу отримати конкретні величини характеристик, 

що аналізуються [55], [56]. Лише пов’язаний з інтегральними співвідношеннями 

перехід до дослідження усереднених характеристик із залученням величин, що 

піддаються експериментальному спостереженню (і тому є середніми), дозволяє 

отримати в цих задачах конкретні результати. 

Характерним об’єктом застосування інтегральних рівнянь є зовнішні задачі 

електродинаміки, зокрема задачі для тіл, які являють собою ідеальні провідники. 

Шлях складання відповідних інтегральних рівнянь полягає у наступному. Нехай 

векторний потенціал виражається через невідому щільність струму на поверхні 

тіла. Тоді поле цих струмів може бути представлено у вигляді інтегралу по 

границі тіла від добутку функції Гріна (для вихідних даних даної задачі) та 

векторного потенціалу. Додавши до інтегралу первісне поле та застосувавши ГУ, 

можна отримати шукане, в загальному випадку двовимірне, інтегральне рівняння 

відносно щільності струму на поверхні тіла. Якщо тіло являє собою довільний 

циліндр або тіло обертання, то отримане рівняння зводиться до одновимірного. 

Описаний коротко шлях отримання інтегральних рівнянь являє собою 

загальний підхід, що отримав назву метод інтегральних перетворень, а складене 

рівняння, в свою чергу, є загальним для широкого кола задач. Аналіз застосувань 

інтегральних перетворень та рівнянь дозволяє сформулювати деякі загальні 

властивості такого способу математичного моделювання: 

‒ принципова та практична можливість використання в задачах, що мають 

стохастичну природу, і в задачах, математичне моделювання яких засновано на 

оцінці сумарного впливу відомих (шуканих) величин на характеристики, що 

спостерігаються (досліджуються), причому вказані дані, або їх частина, має 

експериментальне походження. 

‒ висока універсальність математичних співвідношень, які отримуються, 

що досягається як за рахунок компактного формулювання граничних задач, так і 

за рахунок того, що до одного і того ж типу інтегральних рівнянь зводяться 

задачі, кожна з яких може бути описана власним, відмінним від інших, 

диференціальним рівнянням. 
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‒ можливість єдинообразного переходу до розрахункових виразів з 

використанням ефективних прийомів обчислювальної математики. 

Слід зауважити, що позитивний прояв наведених властивостей обмежено 

цілком певним колом прикладних задач. 

 

1.2.2 Приклади динамічних систем та середовищ, що описуються 

моделями у вигляді інтегральних рівнянь. Достатньо значна кількість 

важливих проблем в науці і техніці (механіці [60]‒[63], гідро‒, електро‒ та 

аеродинаміці [64]‒[69], квантовій механіці [70], [71], теорії пружності [72], [73] 

тощо), а також дослідженні природних середовищ (зокрема, задачі кліматизації, 

утворення та розповсюдження забруднень атмосфери і водних басейнів [74]‒[76], 

динаміки ґрунтових рідин [77]‒[79]) зводяться до інтегральних рівнянь. 

Інтегральна форма рівнянь руху у формі законів збереження використовується 

також при побудові консервативних різницевих схем для певного типу задач, 

наприклад, в механіці суцільного середовища [80]‒[82]. 

Приклад 1.4. Розглянемо задачу аналізу напружень та пружних деформацій 

в досліджуваній фізичній системі (машин та механізмів, будівельних споруд, 

транспортних засобів тощо), що необхідно для оцінки міцності, довговічності і 

вібростійкості елементів останньої [83]. Такий аналіз може бути здійснено на 

основі наступної ММ 

 

( )
( )

( ) ( ) −+


=  dtK
EE

t
t

t

0

1
,    (1.23) 

 

де E  ‒ модуль пружності, 

( )−tK  ‒ функція впливу напруження ( )t  в момент   на деформацію ( )t  

в момент t . 

Приклад 1.5. Розв’язок низки наукових та прикладних задач в галузі 

теплотехніки, аерокосмічної техніки, метереології та геліотехніки пов’язано з 
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вивченням процесу променевого теплообміну в досліджуваній системі твердих 

тіл. Для замкнутої системи, що складається з «сірих» тіл, які мають властивість 

дифузійного відбиття, і які розділено прозорим середовищем, 

використовується ММ у вигляді інтегрального рівняння Фредгольма ІІ роду [84], 

[85]: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
NMNM dFdF

F

dFdF

F

dNNAdNMRM ,0,падпад =−  , (1.24) 

 

де ( )Mпад  ‒ падаюче опромінення в точці M , 

( )MR  ‒ коефіцієнт відбиття, 

NM dFdFd ,  ‒ елементарний кутовий коефіцієнт, 

( )NA  ‒ коефіцієнт поглинання, 

( )N0  ‒ інтегральна щільність полусферичного опромінення абсолютно  

чорного тіла. 

Приклад 1.6. В радіотехніці ММ, яка зв’язує прийнятий радіосигнал ( )tf  з 

переданим сигналом ( )tu , являє собою інтеграл згортки [86] 

 

( ) ( ) ( )tfdutK
t

=−
0

,      (1.25) 

 

де ядро ( )−tK  визначає властивості приймальної апаратури та середовища,  

через яке проходить сигнал. 

Приклад 1.7. Для реальної лінії електропередачі, яка характеризується 

активним опором дротів аR  та емністним витоком розсіювання врC , перерозподіл 

вхідної напруги лінії ( )tU вх  до рівня вихідної напруги ( )tU вих  уздовж лінії 
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описується ММ у вигляді наступного інтегрального рівняння 

 

( ) ( ) ( ) ( )  −−=  dUU
CR

UtU
t

0

вхвих

вра

вхвих

1
0 ,   (1.26) 

 

де ( )0вхU  ‒ значення вхідної напруги ( )tU вх  у момент 0=t . 

Приклад 1.8. Розглянемо математичну формалізацію процесу фільтрації 

(внутрішньо пластового дифузійного руху) високопарафіністих нафт, який 

відзначається в’язкопластичною реологічною поведінкою, що надає даному 

процесу аномального характеру (тобто невідповідність закону Дарсі [21], 

[87]‒[89]) з граничним значенням функцій простору стану [90]. В даному випадку 

фільтраційний рух даних нафт можливий лише за умови досягнення 

розподіленою функцією внутрішньо пластового тиску ( )x,tu  певного порогового 

значення G  – граничного градієнту. При цьому рівність ( )  Gtugrad =x,  

розглядається як умова граничної рівноваги [91]‒[93], а фільтрація нафти 

забезпечується тільки при виконанні нерівності ( )  Gtugrad x, . 

В процесах такого типу необхідно визначити поле внутрішньо пластового 

тиску ( )x,tu  нафтового пласту, в якому здійснюється фільтраційний рух нафти під 

дією змушуючої функції ( )xf . Просторова область   фільтраційного руху являє 

собою відкриту обмежену область в 2,1, = nn  з границею  , а вектор 

( ) = 21 , xxx . 

ММ даної задачі як такої, що представлено в екстремальній постановці, 

запишеться наступним інтегральним рівнянням: 
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( ) ( )  xx ,,, tutvf −= ,  ( ) Qtv  x, ,    (1.17) 

 

де ( )xm , ( )xk  ‒ відповідно функції шпаруватості та проникності нафтоносного 

пласту; 

( )x,tv  ‒ пробна функція, що відповідає за смислом функції внутрішньо   

пластового тиску ( )x,tu  і екстремальне значення якої є розв’язком задачі 

(1.17); 

 ‒ нормаль до границі  ; 

Q  ‒ множина допустимих функцій, таких, що 

 

( ) ( )
( )

 
0,

1,


=
x

x
tv

HtvQ , 

 

а ( )1H  являє собою простір функцій Соболєва (порядку 1). 

Особливість фізичної картини задачі (1.17), яка вимагає саме інтегральної 

форми її постановки, полягає в тому, що нафтоносний пласт як об’єкт 

характеризується «повільною» динамікою: час перехідних процесів дуже великий 

(тижні, місяці і, навіть, роки), а тому диференційні рівняння в даному разі – 

«погані» моделі (оскільки є «нечутливими» ММ в силу значного часу перехідних 

процесів). Натомість інтегральні рівняння дають змогу «накопичити» інформацію 

про процес на протязі значного відрізку часу. Крім того, ММ виду (1.17) дає змогу 

описати процес фільтрації як процес з «пам’яттю» та «післядією». В цьому сенсі 

граничний градієнт фізично відіграє роль «пам’яті», адже зберігає попередній 

стан скільки завгодно довго (поки діє умова ( )  Gtugrad x, ), хоча є зміна 

управління (дебіти у свердловинах у вигляді змушуючої функції ( )xf ). 

Також, при значних та тривалих у часі дебітах (управлінні) спостерігаються 

незначні градієнти шуканих функції пластового тиску ( )x,tu , що, у 

обчислювальній реалізації задачі вимагає ґрунтовної уваги до точності числових 



55 
 

розв’язків. Аналіз та забезпечення необхідного рівня останніх розглядається як 

одна з основних задач чинної дисертаційної роботи. 

Таким чином, наведені вище приклади ММ показують важливість та 

можливу область прикладного застосування диференціальних та інтегральних 

рівнянь при математичній формалізації широкого кола технічних (технологічних) 

та природно значимих динамічних систем та середовищ. 

 

1.3 Математичне моделювання динамічних систем та середовищ на 

основі моделей, представлених диференціальними та інтегральними рівняннями 

 

1.3.1 Числова реалізація ММ динамічних систем в задачах 

моделювання та управління. Невідомим етапом математичного моделювання є 

використання виразів, що описують явище, яке досліджується, для отримання 

числових результатів, тобто конкретних відомостей, за ради яких, у багатьох 

випадках, і проводиться дослідження. Цей етап має назву числової реалізації ММ і 

зводиться до розв’язування рівнянь, які відповідають прийнятій формі 

математичного моделювання. 

Розв’язування практичних задач, сформульованих у вигляді 

диференціальних та інтегральних рівнянь, потребує застосування наближених 

числових методів розв’язку, для реалізації яких, як правило, необхідно 

застосування певних (переважно таких, що потребують застосування 

обчислювальної техніки) засобів обчислювання. Тому, поряд з удосконаленням 

теорії диференціальних та інтегральних рівнянь, отримали розвиток числові 

комп’ютерно-орієнтовані методи їх розв’язування. 

Задача числової реалізації моделей динамічних систем у вигляді 

диференціальних та інтегральних рівнянь, з огляду на її складність, неодмінно 

трансформується в проблему машинної (комп’ютерної) реалізації, яка, в 

залежності від конкретних умов та мети дослідження, може зводитися до 

сукупності питань вибору та використання обчислювальних методів та засобів, а 

у багатьох випадках ‒ і до їх розробки. Дійсно, ММ може бути використана для 



56 
 

отримання лише числових результатів розв’язку – тоді це задача обчислення; для 

достатньо багатостороннього відтворення та довготривалого відтворення явища 

або об’єкта, що досліджується, – це задача моделювання; для формування 

управляючих впливів у іншому об’єкті чи явищі ‒ задача управління. Часто метою 

дослідження є спільний розв’язок вказаних задач. 

Основою числового розв’язування прикладних задач є досконало 

розроблені числові методи. Значна кількість та різноманіття цих методів 

пояснюється намаганням до їх удосконалення та наявністю різних типів рівнянь, 

неможливістю охоплення яких єдиним універсальним методом є об’єктивним 

фактом [18], [94]‒[100]. 

Сказане вище дозволяє вважати, що методи математичного моделювання на 

основі диференціальних та інтегральних рівнянь, у сукупності з методами 

розв’язування (та прикладними програмами), потребують уваги як з точки зору їх 

розвитку, так і з точки зору застосування. 

 

1.3.2 Числова реалізація диференціальних рівнянь як ММ динамічних 

систем. Процес розв’язування диференціального рівняння носить назву 

інтегрування. Розв’язок диференційного рівняння вважається віднайденим, якщо 

невідому функцію або вектор-функцію (у прийнятих позначеннях – ( )ty  або 

( ) tx ) вдається виразити у вигляді інтегралу від комбінації елементарних 

функцій, що в літературі прийнято називати приведенням до квадратури [101]. 

Загальний розв’язок диференціального рівняння являє собою множину функцій 

(таких, що мають спільний характер), а частинний розв’язок (тобто, розв’язок 

конкретної задачі) отримується із загального при підстановці початкових (а у 

випадку рівнянь у частинних похідних ще додатково граничних) умов. 

Серед методів розв’язування диференціальних рівнянь відомі точні (які 

дають аналітичні розв’язки) та числові (які дають наближені розв’язки) методи. 

Перші мають обмежене застосування, в основному в області гладких функцій. 

Другі є найбільш поширеними у прикладних задачах, де шукані функції належать 
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до класу кусково-неперервних або розривних функцій, а граничні умови (для 

випадку ММ у вигляді ДРЧП) не можуть бути задані в аналітичній формі. 

При цьому застосування числових методів полягає у заміні шуканого 

точного розв’язку ( ) ( ) ( ) ( ) T21 ...,,, tytytyt m=y  у кожній обраній точці it , Ni ,1=  

області   визначення розв’язку (ОВР) наближеним числовим значенням 

( ) ( ) ( ) ( ) T21 ...,,, imiii tytytyt =y . Тут риска над змінною позначає, що розв’язок є 

наближеним. Числові методи за алгоритмами реалізації розрізняються способом 

вибору точок дискретизації it , Ni ,1=  в ОВР  ; формулою, що визначає заміну 

точного розв’язку на наближений, та точністю ( ) ( )itt yyδ −=  розв’язку (вибір 

останньої може впливати на час розв’язання задачі та на збіжність розв’язку). 

Серед методів розв’язування ЗДР поширення набули однокрокові (зокрема, 

метод Рунге-Кутти) [102]‒[104] та багатокрокові (наприклад, метод Адамса-

Бешфорда) [105], [106] методи. Розглянемо суть даних методів. 

Метод Рунге-Кутти четвертого порядку. Для конкретності викладення 

представимо розв’язок диференціального рівняння виду 

 

( ) ( ) ( ) tytxfty ,= ,  ( )  000 == xyy .    (1.28) 

 

Виконаємо наближену заміну значення шуканої функції ( ) 11 ++ = nn yty  та 

заданої функції ( ) 11 ++ = nn xtx  правої частини в (1.28) у обраній точці 1+nt , 

значеннями вказаних функцій, які отримано у попередній точці nt  (у подальшому, 

для спрощення запису, опустимо незалежний параметр часу t ), тобто значеннями 

ny  та nx , відповідно. Така заміна еквівалентна різниці на величину кроку 

інтегрування nn tth −= +1 . Далі виконується оцінка у вигляді чотирьох похідних 

функції ( )nnn xyf , : 

 

nfhk =1 ;  ( )2,2 12 kyhxfhk nnn ++= ;  ( )2,2 23 kyhxfhk nnn ++= ; 
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( )34 ,2 kyhxfhk nnn ++= ;  ( )43211 2261 kkkkyy nn ++++=+ . 

 

Зазначений алгоритм обчислень повинен бути повторений у кожній точці it , 

Ni ,1=  області   визначення розв’язку (ОВР). 

Метод Адамса-Бешфорда. Для диференціального рівняння, яке 

розв’язується (наприклад, виду (1.28)), використовується наближена заміна 

значення шуканої функції 1+ny  в точці 1+nt  з урахуванням значення  функції 1+nx  

проміжними змінними 1+np ; 1+nm ; 1+nc , які залежать від значень шуканої функцій 

1+ny  і ny  та її похідних: ny  ; 1−

ny ; 2−


ny ; 3−


ny . З урахуванням зроблених зауважень, 

алгоритм обчислень значення шуканої функції 1+ny  має наступний вигляд: 

 

( )3211 937595524 −−−+
−+−+= nnnnnn yyyyhyp ; 

 

( )nnnn cppm −−= ++ 27025111 ; 

 

( ) 211111 519924 −−++−+
+−+−+= nnnnnnn yyymxhyc ; 

 

( )1111 27019 ++++ −+= nnnn cpcy . 

 

Наведений алгоритм обчислень повторюється (тому алгоритм 

багатокроковий) до досягнення заданої точності   для кожної точки it , Ni ,1=  в 

ОВР  . 

Для розв’язування ДРЧП застосовують метод кінцевих різниць та метод 

кінцевих елементів [94], [96], [97]. Суть обох методів полягає у апроксимації 

(наближені) геометричної області   (у більшості прикладних задач ‒ пласкої), де 

розвивається динамічний процес, пласкою сіткою (рівномірною або 

нерівномірною ‒ у методі кінцевих різниць) чи кінцевою кількістю пласких 

примітивів, зокрема, трикутних (тобто кінцевих елементів у відповідному 
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методі). Така апроксимація зумовлена тим, що об’єкти з розподіленими 

параметрами, які описуються ДРЧП, не можуть бути представленими у кінцево-

вимірному просторі. Далі, для кожного з вузлів сітки дискретизації (в методі 

кінцевих різниць) чи кінцевого елементу (метод кінцевих елементів) розв’язується 

дискретна задача з урахуванням значень шуканої функції в сусідніх вузлах сітки 

дискретизації або кінцевих елементах, відповідно. Зважаючи на більшу 

поширеність методу кінцевих різниць, розглянемо його більш докладно. 

Метод кінцевих різниць. В основу методу кінцевих різниць покладено 

застосування так званих різницевих схем. Шукана функція (розв’язок ДРЧП) 

замінюється певною числовою множиною окремих її значень, яка (множина) є 

результатом розв’язку системи алгебраїчних рівнянь, складених для всіх вузлових 

точок сітки дискретизації. При цьому алгебраїчні рівняння у вузлових точках 

утворюються шляхом наближеної заміни диференціального оператора у 

вихідному виразі так званими кінцевими різницями (звідси і назва методу), що 

являють собою прирощення шуканої функції між сусідніми вузлами. Кількість 

алгебраїчних рівнянь в системі дорівнює числу вузлових точок, яке, в свою чергу 

визначається кроками дискретизації сітки 1x  та 2x  по відповідних координатах 

просторової області  . Точність розв’язку ДРЧП залежить від обраних кроків 

дискретизації: при їх зменшенні точність зростає, але, відповідно, зростає час 

обчислень та обчислювальні витрати на пошук розв’язку. Отримана система 

алгебраїчних рівнянь розв’язується тим або іншим методом, зокрема, стрічковим 

виключенням Гауса [97]. 

Вирази для кінцевих різниць, наприклад, для частинних похідних другого 

порядку для функції ( ) ( ) 2121 ,,,,, xxtyxxtuf  в точці 

( ) ( )  ( )002121 ,,,0,,,0 yuMxxyxxuМ =  мають вигляд: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

+


−+−+





2

000000

2

00
2
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yuufyufyuuf

u

yuf
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( ) ( ) ( )
( )2
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
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( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
( )2

000000

2

22
,,2,

x

xx

y

yyufyufyyuf



−+−+
+ . 

 

Обов’язковим етапом пошуку розв’язку є визначення поточної похибки  

j  на кожному кроці j , Kj ,1= обчислювального процесу як: 

 

jjj ff − +1 . 

 

Якщо даний вираз виконується і задана точність досягнута, то 

обчислювальний процес завершується, а шукану функцію ‒ віднайдено. У іншому 

випадку обчислювальний процес продовжується (ітераційно) до досягнення 

заданої точності. 

 

1.3.3 Розв’язування рівнянь Вольтерри в задачах аналізу 

(моделювання і ідентифікації) динамічних об’єктів та пошуку управління 

ними. Значна кількість задач дотичних вимірів, дослідження та спостереження 

малодоступних об’єктів (явищ) у термінах теорії управління слід віднести до 

зворотних. При цьому, для визначення шуканої характеристики, яку представлено 

елементом (функцією, вектором) в певній множині Y , наявними є лише 

перетворені дані 

 

fAy = ,      (1.29) 
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які представлено елементом ( )AYff  , що вимірюється (спостерігається), і який 

є результатом дії оператора A . Таким чином, шуканий параметр 

(характеристика) являє собою розв’язок рівняння (1.29), і цей розв’язок 

належить лише тим елементам, які належать AY . Подібні задачі відносяться до 

класу некоректних задач [107]. Оператор A  у багатьох випадках відноситься до 

одного з видів інтегральних операторів. 

Нижче розглянемо певні особливості та методи розв’язування рівняння 

(1.29) у застосуванні до класу динамічних об’єктів, за умови, що оператор A  є 

інтегральним оператором Вольтерри. Іншими словами, рівняння (1.29) являє 

собою рівняння Вольтерри першого роду [50], [51], [108]‒[111]. 

В загальному випадку це рівняння має вигляд 

 

( )  ( )  ( )tfdssystKtyA
t

t

= 
0

,,вн ,    (1.30) 

 

де  внA  ‒ нелінійний інтегральний оператор Вольтерри; 

( ) systK ,,  ‒ задана функція своїх змінних (ядро); 

( )sy  ‒ шукана функція (вхідний сигнал вимірювальної системи); 

( )tf  ‒ відома функція (сигнал на виході, який спостерігається). 

Властивості вимірювальної апаратури визначаються ядром, вид якого в 

рівнянні (1.30) свідчить про нелінійність вимірювального тракту. Для лінійного 

об’єкта або апаратури з лінійним нестаціонарним трактом вимірювання, що 

описується лінійним оператором Вольтерри  влA , має місце рівняння 

 

( )  ( ) ( ) ( )tfdssystKtyA
t

t

= 
0

,вл , ( )Ttt ,0    (1.31) 

 

де ядро ( )stK ,  являє собою вагову функцію. 
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Якщо ( ) 0, 00 ttK , ( ) 00 =tf  та функції ( )stK , , ( )tf  мають похідні ( )stK t , , 

( )tf  , безперервні в інтервалі інтегрування ( )Tt ,0 , в середині якого ( )ttK ,  не 

набуває нульового значення, то рівняння (1.11) допускає в цьому інтервалі 

безперервний та єдиний розв’язок. Вказані умови необхідно враховувати при 

використанні будь-якого з методів розв’язування рівняння (1.31) [51]. 

Для визначення резольвенти, яка дозволяє представити розв’язок рівняння 

(1.31) в аналітичному вигляді, зазвичай шляхом диференціювання, можна перейти 

до еквівалентного рівняння Вольтерри другого роду 

 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  =+
t

t

t ttKtfdssyttKstKty

0

,,, ,    (1.32) 

 

отримання якого неможливо без виконання визначених вище умов. Перехід від 

(1.31) до (1.32) є різновидом регуляризації. Для розв’язування рівняння (1.32) 

можна скористатися достатньо великою кількістю методів при незначних 

обмеженнях [112], [113]. Якщо в рівнянні (1.32) ( ) 0, 00 =ttK , то воно залишається 

рівнянням першого роду. Одначе, аналогічні спроби отримання рівняння другого 

роду можуть бути продовжені, якщо по деякому p -кратному диференціюванні 

( )( ) 0, 00
1 − ttK p

t , тоді отримуємо 

 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )tfsdsy

t

stK

ttK
ty p

t

t
p

p

p
=












+  −

0

,

,

1
1

.   (1.33) 

 

По ядру рівняння другого роду відомими методами [114]‒[116] може бути 

віднайдено резольвенту. Наприклад, маючи резольвенту ( )stRp ,  ядра рівняння 

 

 

 



63 
 

(1.33), розв’язок можна записати у вигляді 

 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  sdsfstRtf
ttK

ty
t

t

p
p

p

p +=
−

0

,
,

1
1

.   (1.34) 

 

Для розв’язування рівняння (1.31) може бути застосовано наближені числові 

методи. Зокрема, якщо вдається апроксимувати ядро ( )stK ,  ядром, яке 

розділяється [117]‒[119], то (1.31) може бути приведено до системи звичайних 

диференціальних рівнянь [120], [121]. 

Найбільш загальним числовим методом, який можна застосувати до 

інтегральних рівнянь, є метод квадратурних формул, використання якого до 

рівняння (1.31) виглядає наступним чином. Відрізок  T,0  розбивається на n  

частин та обираються вузли дискретизації itt =  1,0 −= ni . 

Тоді замість (1.31) можна записати: 

 

( ) ( )  ( )i
t

t

i tfsdsystK
i

=
0

, .    (1.35) 

 

Після заміни в (1.35) інтеграла будь-якою квадратурною формою, можна 

отримати систему 

 

( ) i

i

j

jijj fyKA =
=1

, 1,0 −= ni ,    (1.36) 

 

де jA  ‒ коефіцієнти квадратурної формули; 

( )jiij ttKK ,= , ij ,0= ; 

( )ii tff = ; 

( )ii tyy =  ‒ наближені значення шуканої функції у вузлах it , 1,0 −= ni . 



64 
 

Особливість системи (1.36) полягає у неможливості визначення значення 

0y , яке, будучи віднайденим, дозволяє потому отримати значення 121 ...,,, −nyyy  

рекурентно. Це пояснюється тим, що інтеграл в (1.31) при 0tt =  дорівнює нулю і 

( ) 000 == ftf . Вихід полягає в тому, щоб визначати 0y  з рівняння (1.32) звідки 

при 0tt =  

 

( ) ( )  ( ) 0,00 0, KfttKtfy == .   (1.37) 

 

Тоді система (1.36) дозволяє послідовно визначити значення 

 

( )







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=

1

1,

1 i

j

jijji

iii

i yKAf
KA

y ,  1,0 −= ni .   (1.38) 

 

при 0, iiiKA . 

Використання формули трапецій дозволяє отримувати наступні 

співвідношення. Якщо прийняти крок 1−−= iii tth , 1,0 −= ni  змінним та покласти 

 

101 htt += , 212 htt += , ..., Ttn = , 

 

то 
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а значення 0y  визначаються з (1.37). 
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При постійному кроці hhhh i ==== ...21  замість (1.19) має місце формула 

 

( )
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
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
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1, 2
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( )hitt i 10 ++= ,  





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j
A j  ...,3,2,1=i  

 

При обчисленні значення 

 

( )
( )

0

0

tt
td

tfd
tf

=

=  

 

можна скористатися різними інтерполяційними методами, в тому числі формулою  

квадратичної інтерполяції 

 

( ) ( ) ( ) ( ) htfhtftf
h

tf 243
2

1
0000 +−++− .   (1.41) 

 

Розв’язування рівняння (1.31) за виразами (1.40), (1.41) дозволяє розв’язати 

задачу відновлення форми вхідного сигналу певного динамічного (лінійного) 

об’єкта по відомій ваговій функції та вихідному сигналу, представлених в 

аналітичному вигляді або у вигляді експериментально отриманих даних із 

значеннями, представленими в деяких вузлах, що рівно відстоять один від одного. 

При цьому вихідний сигнал може мати довільну форму та бути записаним на 

кінцевому проміжку, якому відповідає інтервал  T,0 . Для успішного 

застосування квадратурних формул необхідно, щоб інтервал між вимірюваннями 

був досить малим, а форма сигналу дозволяла обчислювати значення її похідної у 

початковому вузлі 0t  по формулі (1.41). 
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1.3.4 Метод модельних прикладів щодо розв’язування рівнянь 

Фредгольма першого роду. Як зазначалося вище, постановка задачі відшукання 

невідомої характеристики у вигляді (1.19) є некоректною. Не зважаючи на те, що 

у розвитку теорії наближених методів розв’язування некоректних задач отримано 

значні конструктивні результати [122]‒[124], проблема ефективної та 

формалізованої реалізації методів регуляризації і до тепер залишається ще 

гострою [94], [125]. Одним з розповсюджених методів при визначенні параметру 

регуляризації є метод модельних прикладів, суть якого викладено, зокрема в [126, 

[127]. Обґрунтування (з використанням оціночних нерівностей) та процедура 

методу модельних прикладів полягає в наступному. 

Нехай завдано операторне рівняння першого роду, що відповідає (1.19): 

 

fAy = , Yy , Ff  ,     (1.42) 

 

де y  ‒ шуканий, а f  ‒ заданий елементи лінійних нормованих просторів Y  та F ; 

A  ‒  лінійний безперервний оператор FYA →: . 

Відомо [107], [122], [123] (як зазначалося вище), що задача розв’язування 

рівняння (1.42) є некоректною і повинна розв’язуватися певними методами, які 

набули назву методів регуляризації [112]. 

Так, в методі регуляризації Лаврентьєва [128], [129], замість рівняння 

(1.42) розв’язується рівняння 

 

fAyy =+ ,     (1.43) 

 

де   ‒ параметр регуляризації, 

а в методі Тихонова [130], замість (1.42) розв’язується рівняння 

 

fAAyAy ** =+ , 

 

де *A  – оператор, сполучений  з оператором A . 
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Найбільш трудомісткою та складною є задача визначення параметру  , для 

розв’язування якої запропоновано декілька методів, у тому числі метод 

модельних прикладів [127]. 

Визначення 1.1. Модельним прикладом (рівнянням) по відношенню до 

деякої практичної задачі (рівнянню) P  називається приклад Q , який має такий 

самий набір параметрів ( )kmmmM ,...,, 21= , що і задача P . 

Якщо задачу P  та приклад Q  розв’язувати при одному й тому ж значенні 

параметра  , то цілком раціонально вважати, що оцінки відносних похибок 

розв’язків в обох випадках будуть однаковими. Це дає можливість вважати 

рівняння P  та Q , в певному сенсі «близькими», не зважаючи на можливе 

розходження в правих частинах. Природно, співпадіння оцінок не гарантує 

рівності відносних похибок PP yy  та QQ yy  відповідних розв’язків 

(похибки рівні лише у випадку, коли ( ) ( )xgfxf PQ = , де 0const =g  [127]). 

Смисл уведення модельного прикладу полягає у можливості мати «близьке» 

до рівняння, яке розв’язується, інше – з відомим розв’язком Qy . 

Метод модельних прикладів полягає у наступному [127]. 

1) Для заданого рівняння P , яке підлягає розв’язуванню, складається 

штучний модельний приклад Q , в якому задається точний розв’язок ( )syQ  такий, 

щоб функція ( )xfQ , яку визначається обчисленням інтегралу в лівій частині 

рівняння (рівняння Фредгольма першого порядку) 

 

( ) ( )  ( )xfdssysxKAy
b

a

==  , , dxc  ,   (1.44) 

 

де ядро ( ) KLsxK ,  та права частина ( ) fLxf   ‒ відомі функції, 

( ) Ysy   ‒ шукана функція, був би (тобто точний розв’язок ( )syQ ), за 

можливістю, «близьким» до правої частини ( )xf P  рівняння P , яке 
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розв’язується (наприклад, з точністю до деякого постійного множника  

0const =g ). 

При цьому, будуючи функцію ( )syQ , необхідно враховувати можливу 

апріорну інформацію щодо шуканої функції ( )syP . 

2) До значень ( )xfQ , за допомогою генератора випадкових чисел, 

додаються такі похибки, при яких приблизно співпадають величини QQ ff  та 

PP ff  (вочевидь, точної рівності не можна досягнути, оскільки Pf  на 

практиці зазвичай відома з похибкою). 

3) Шляхом числового розв’язування модельного прикладу Q , відповідно до 

одного з методів регуляризації (1.43), (1.44), для ряду значень   визначається 

оптимальне значення опт=  таке, при якому 

 

min→−
 QQ yy .     (1.45) 

 

Тут 
Q

y  – числовий розв’язок рівнянь регуляризації (1.16), відповідно за 

методами Лаврентьєва та Тихонова: 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssysxK
c

ab
cxy

b

a

=+







+

−

−
−  , ; dxc  ,  (1.46) 

 

( ) ( ) ( )  ( )xdssysxKxy
b

a

=+  , ; bxa  ,    (1.47) 

 

де 

( ) ( ) ( ) dtstKxtKsxK
d

c

= ,,, ,  ( ) ( ) ( ) dttfxtKx
d

c

= , . 
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4) Віднайдене значення 
оптQ , будучи близьким до шуканого 

оптP , 

використовується у подальшому для розв’язування вихідного рівняння P . 

Строге математичне обґрунтування методу модельних прикладів 

ускладнено. Одначе, в прикладному сенсі, метод еталонних прикладів може бути 

орієнтовано для оперативного розв’язування некоректних задач (особливо задач 

управління в реальному масштабі часу) з однаковими наборами вихідних даних 

( )kmmmM ,...,, 21= . При цьому розв’язування широкого кола практичних задач 

свідчить про ефективність даного методу [127]. Крім розглянутих, певного 

поширення при числовій реалізації інтегральних рівнянь, набули методи: 

резольвент [116], [131], зведення до алгебраїчних рівнянь [94], заміни інтеграла 

кінцевою сумою [51], [94], [132]. 

При реалізації ММ динамічних систем у вигляді інтегральних рівнянь 

важливим аспектом постають питання сталості та точності отриманих моделей, 

що потребує додаткового аналізу, який проведено нижче. Також, окремі питання 

щодо аналізу точності реалізації ММ динамічних систем у вигляді 

диференціальних рівнянь, розглянуто у другому розділі. 

 

1.4 Сталість математичних моделей динамічних систем, що 

апроксимуються інтегральними рівняннями 

 

Розглянемо питання щодо сталості ММ, які реалізують методи 

математичного моделювання, і які (моделі) дозволяють виконувати моделювання 

в реальному (або, навіть, прискореному) масштабі часу, що набуває особливе 

значення в задачах управління. 

Оберемо для подальшого розгляду рівняння Вольтери другого роду: 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssysxKxy
x

=+ 
0

, ,    (1.48) 

 

де ( )xy  ‒ шукана функція; ( )sxK , ; 



70 
 

( )xf  ‒ ядро та права частина, відповідно; 

0  ‒ параметр. 

Замінимо в (1.48) інтеграл кінцевою сумою, в наслідок чого отримаємо 

апроксимуючу алгебраїчну суму 

 

( ) ( ) ( )  ( )i
n

j

jjijj xfxyxxKhxy =+ 
=1

~,~ ; ni ,1= ,   (1.49) 

 

де jh  ‒ коефіцієнти, що визначаються квадратурною формулою. 

Уводячи позначення: 

 

( ) ijjij axxKh = , ; ( ) ii yxy =~ ; ( ) ii fxf = ,    (1.50) 

 

отримуємо лінійну систему 

 


=

=+
i

j

ijiji fyay
1

, ni ,1=     (1.51) 

 

з трикутною матрицею коефіцієнтів. 

Якщо виконується умова 

 

01 + ija ,      (1.52) 

 

то система (1.51) дозволяє послідовно визначити всі невідомі: 

 

( ) 1

1111 1
−

+= afy ;       

( )( ) 1

2212122 1
−

+−= ayafy ;      

   ............        
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( ) 1
1

1

1
−

−

=

+













−=  nn

n

j

jnjnn ayafy .    (1.53) 

 

Виходячи з алгебраїчного критерію сталості Гурвиця [133]‒[139], умовою 

сталості для апроксимованої ММ (1.49), з урахуванням уведених позначень (1.50), 

буде 

 

( ) ijjii axxKh  , ; ni ,1= ,     (1.54) 

 

або, для нормованих значень ( ) 1max aaij  

 

( ) 1,  jii xxKh ; ni ,1= .     (1.55) 

 

Якщо умови (1.52) та (1.55) виконуються, допустимо застосування ММ без 

її перетворення. В іншому випадку, необхідно добитись виконання даних умов 

шляхом еквівалентних перетворень апроксимованої ММ виду (1.49), що завжди 

можливо для систем з трикутними матрицями коефіцієнтів (у випадку системи 

(1.49) ‒ матрицею коефіцієнтів  ija=A ). 

Дискретна апроксимація рівняння Вольтерри першого роду 

 

( ) ( )  ( )xfdssysxK
x

=
0

,      (1.56) 

 

з урахуванням уведених позначок (1.50) набуває вигляду 

 

i

i

j

jnj fya =
=1

.      (1.57) 
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Переходячи до еквівалентної системи 

 

i

i

j

jiji fyay =+
=1

* ,      (1.58) 

 

де 





=


= − ,при

;при
1

*

jia

jia
a

ij

ij

ij      (1.59) 

 

і яка в матричному запису являє собою рівняння Вольтерри другого роду, 

отримуємо можливість записати умову сталості 

 

11 −−= iiii ag   звідки  ( ) 2,0  iii xxK .   (1.60) 

 

Умову 

 

01 * = iia   тобто  0iia  

 

аналогічну (1.52), можна прийти до висновку, що найбільш сприятливою 

ситуацією для застосування безпосереднього моделювання еквівалентної 

алгебраїчної системи при розв’язуванні рівнянь Вольтерри першого роду є 

випадок, коли ядро не обертається у нуль на інтервалі інтегрування. 

Система алгебраїчних рівнянь, отримана в результаті дискретної 

апроксимації рівнянь Фредгольма другого роду 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssysxKxy
b

a

=+  , ,  bax ,    (1.61) 
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з використанням позначень (1.42) має вигляд: 

 

i

n

j

jiji fyay =+
=1

, ni ,1= .    (1.62) 

 

Для моделювання системи (1.62) можна скористатися аналоговою моделлю 

(так званою  -моделлю [132], [140]‒[143]) параметри якої дорівнюють 

 

( )jijijij xxKhag ,== ;  nji ,1, = , 

 

а знаки коефіцієнтів задаються на етапі формування відповідної матриці 

 ija=A . 

З’ясуємо умови, яким повинно задовольняти вихідне рівняння, щоб дана 

ММ була сталою без перетворень системи (1.62). Відомий ряд достатніх ознак 

сталості [144]‒[147], заснованих на відповідних локалізаційних теоремах. 

Розповсюдженою на практиці є умова, яка, у застосуванні до системи (1.62), має 

вигляд (при ( ) 0,  xxK ): 

 

( ) 
=

++
n

j

ijii aa
1

1̀12 , ni ,1= , 

 

Звідки 

 

( ) ( ) 
=

+
n

j

jijiii xxKhxxKh
1

,,21 .   (1.63) 

 

Переходячи у виразі (1.63) від суми до інтегралів, і враховуючи малість  
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коефіцієнта ih , отримаємо умову, яка відноситься до вихідного рівняння 

 

( ) 1,   dssxK
b

a

,     (1.64) 

 

звідки при ( ) DsxK
sx


,

,max  маємо 

 

( )abD −


1
.     (1.65) 

 

Таким чином, при виконанні (1.65) та достатньо «малій» похибці 

апроксимації рівняння Фредгольма другого роду (1.61) системою (1.62)  -модель 

буде сталою. Отримана умова сталості співпала з умовою збіжності методу 

простої ітерації [18], [97], [148]‒[152], який застосовується до лінійного рівняння 

Фредгольма другого порядку. 

Подібна співпадіння умов сталості  -моделі та умов збіжності процесу 

розв’язування методом простої ітерації відповідної системи рівнянь (в даному 

випадку виду (1.62)) підтверджує якісну аналогію між інтегральними рівняннями 

та системами відповідних алгебраїчних рівнянь. 

Дискретна апроксимація рівнянь Фредгольма першого роду 

 

( ) ( )  ( )xfdssysxK = ,     (1.66) 

 

приводить до системи алгебраїчних рівнянь 

 

i

n

j

jij fya =
=1

; nji ,1, = .     (1.67) 
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Виконуючи перетворення (1.47) до вигляду 

 

ij

n

j

iji fyay =+
=1

* ; nji ,1, = ,    (1.68) 

 

де *
ija  визначаються виразом (1.59), можна отримати можливість 

принципіального використання розв’язуючої схеми, параметри якої повинні 

відповідати співвідношенням: 

 

( )jiag ijij = ;  1−= iiii ag . 

 

Некоректність рівнянь Фредгольма першого роду (1.66) обумовлено тим, 

що наявний в них інтегральний оператор не є таким, що нормально розв’язується 

[153]‒[156], тобто область його значень не є замкнутою множиною. У зв’язку з 

цим умова розв’язуваності рівнянь першого роду принципово відрізняється від 

умов розв’язуваності рівнянь другого роду, що має прояв у суттєвій залежності 

розв’язку від похибки обчислення. 

При заміні інтегрального рівняння алгебраїчною системою неперервний 

спектр власних значень, які «згущуються» до нуля, заміняється дискретним, і при 

цьому можливий зсув у бік від нуля. В останньому випадку має місце «природна» 

регуляризація задачі, яка розв’язується. Одначе отримана система, за звичай, є 

погано обумовленою і, таким чином, якщо вона навіть принципово допускає 

застосування  -моделі, то через наявність похибок уведення коефіцієнтів 

системи в модель, остання може виявитися несталою. В таких випадках для 

забезпечення сталості ММ та покращення точності розв’язку необхідно 

проводити регуляризацію [157]‒[159]. 

Порівнюючи методи регуляризації [157] та [158], [159], які отримали 

найбільше поширення, можна зробити наступний висновок. У випадку «гладких» 

функцій ( )xf , а також функцій з «поміркованими» флуктуаціями перевагу слід 
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надавати методу [158], оскільки він потребує менше витрат на обчислення, але 

дає приблизно ті ж самі результати, що і метод [159]. У випадку ж суттєвих 

флуктуацій необхідно користуватися методом [127], який дає більш точний 

результат. 

 

1.5 Загальні питання постановки задачі числового аналізу та дослідження 

похибок математичного моделювання динамічних систем 

 

1.5.1 Постановка задачі числового аналізу та загальна 

характеристика похибок числових розв’язків при математичному 

моделюванні динамічних систем. Числові методи розв’язування, зокрема, 

диференціальних та інтегральних рівнянь (або ‒ числові методи аналізу) в задачах 

моделювання динамічних систем (та управління ними) необхідні у випадках, коли 

точні розв’язки поставлених задач або неможливо отримати (наприклад, якщо 

граничні умови не є аналітичними функціями; задані функції є розривними; 

відсутні умови збіжності розв’язку), або його використання ускладнено 

(наприклад, через наявність обмежень на шукані чи управляючі функції). 

Нехай X  ‒ умова задачі; Y  ‒ її розв’язок; F  ‒ відображення, яке ставить 

відповідність між умовою задачі та її розв’язком (іншими словами ‒ метод 

розв’язування задачі). Тоді можна записати що: 

 

YXF →:   або  FXY = .    (1.69) 

 

Позначимо через поняття з тильдами: Y
~

 ‒ наближений розв’язок (образ); 

X
~

 ‒ наближену умову задачі. Тоді, очевидно, можна записати: 

 

YXF
~~

:
~

→   або  XFY
~~~

= .    (1.70) 

 



77 
 

Процедура відшукання певного відображення F , яке встановлює 

відповідність між (1.69) і (1.70) та засобами отримання даного F  спільно з 

прийомами, які зводять задачу до числових алгоритмів послідовного виконання 

операцій, що виконуються цифровими машинами (комп’ютерами), і складає 

основу обчислювальних методів. 

Оскільки числові методи являють собою наближені методи розв’язування 

задач аналізу, при розв’язуванні останніх необхідно враховувати наступні 

похибки розв’язку: 

‒ а  ‒ алгоритмічні похибки ‒ похибки опису моделей задачі; 

‒ т  ‒ трансформовані похибки ‒ похибки, які накопичуються в ході 

процесу розв’язування задачі, та які обумовлюються похибками вихідних даних; 

‒ о  ‒ обчислювальні похибки, які обумовлюються похибками виконання 

арифметичних дій. 

Нехай шукана величина (розв’язок) Y  є функцією параметрів 1 , 2 , …, 

n ; тобто ( )nYY = ...,,, 21 . Відома також область G  в просторі n  параметрів 

1 , 2 , …, n , якій належать ці параметри:   n
n G  . Покажемо, як 

отримати наближення Y
~

 до Y  та оцінити похибку цього наближення. 

Граничною абсолютною похибкою ( )Y
~

  будемо вважати найкращу за 

наявної інформації оцінку похибки величини Y
~

: 

 

( ) ( )n
G

YY =


...,,,sup
~

21     (1.71) 

 

Визначимо граничну відносну похибку ( )Y~  наступним чином: 

 

( ) ( )
Y

Y
Y ~

~
~ 
= . 
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Тоді, очевидно, можна записати формули похибок для частинного випадку 

функції двох змінних: 

 

( )21 ,=YY ;  

111 += ;  222 += ,  

( ) ( ) ( )212211 ,,
~

−++= YYY .  

( )


















+




















+




= 2

2

1

1

2

2

1

1

~~~~
~~ YYYY
YdY  

 

( )11  ;  ( )22  ;  

( ) ( ) ( )
















+




 2

2

1

1

~~
~ YY
Y . 

(1.72) 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
















+




=






























+







= 2

2

1

1

2

2

1

1
~

ln
~

ln
~

~

~

~

~

~
~ YY

Y

Y

Y

Y

Y

Y
Y . 

(1.73) 

 

У загальному випадку: 

 

( ) ( )
= 












−

n

i

i

i

Y
Y

1

~
~

.     (1.74) 

 

( ) ( )
( )

= 















=

n

i

i

i

Y
Y

1

~
ln~

.    (1.75) 

 

Похибки, як правило, невідомі і для їх оцінки необхідні числові критерії 

[160]. Такими критеріями можуть слугувати наступні. 
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Речовинний лінійний простір. Сукупність елементів   Uu =  утворюють 

речовинний лінійний простір, якщо для будь-яких елементів Uu  уведено 

поняття: 

‒ суми з властивостями 

 

1221 uuuu +=+ ; 

 

11 0 uu =+ ; 

 

( ) 011 −−+ uu ; 

 

‒ добутку на будь-яке речовинне число   з властивостями 

 

( ) 2121 uuuu +=+ ; 

 

( ) uuu 2121 +=+ ; 

 

( ) ( )uu 2121 = . 

 

Метрика. Речовинний лінійний простір є метричним, якщо в ньому уведено 

певним чином поняття відстані між його елементами ‒ метрика. Метрика 

визначається як невід’ємна величина ( )vu,  простору U , якщо для будь-яких 

Uvu ,  виконується: 

 

( ) ( )uvvu ,, =   для  vu  ; 

( ) 0, = uu ; 

( ) ( ) ( )uwwuvu ,,, + ;  vwu  .   (1.76) 
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Норма. Речовинний лінійний простір є нормованим, якщо кожному 

елементу Uu  поставлено у відповідність невід’ємне число u , яке називається 

нормою, та яке задовольняє умовам: 

 

0u ; 

uu = ; 

vuvu ++ .                                              (1.77) 

 

В лінійному нормованому просторі метрика уводиться як норма різниці між 

елементами 

 

( ) vuvu −= , . 

 

Найбільш вживаними нормами є: 

норма1 −L  ‒ середнє значення похибки на інтервалі  T,0  

 

( ) ( )=
T

L
uduf

T
uf

9

1
1 .    (1.78) 

 

норма2 −L  ‒ ефективне значення похибки на інтервалі  T,0  

 

( ) ( )=
T

L
uduf

T
uf

9

21
2 .   (1.79) 

 

норма−M  ‒ мажоранта для всіх значень абсолютної похибки 

 

( ) ( )ufuf
uM

max= .    (1.80) 
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Послідовність  nu  елементів простору U  є таким, що збігається до 

елементу Uu 0 , якщо з того, що 
→

→−
nm

nm uu
,
0 , випливає існування такого 

Uu 0 , що 0uun → . 

Нормований простір U  є повним, якщо кожна послідовність  nu  є такою, 

що збігається. 

Повний нормований простір є Банаховим простором (або B -простором). 

 

1.5.2 Аналіз похибок математичного моделювання динамічних систем, 

які описуються диференціальними рівняннями. При комп’ютерному 

дослідженні динамічних систем, вважаючи математичні постановки реальних 

задач, переважно застосовують числові методи розв’язування диференціальних 

рівнянь. 

Аналіз похибок, які виникають при числовому розв’язуванні 

диференціальних рівнянь, розглянемо на прикладі задачі Коші, що, напевно, не 

зменшує загального характеру аналізу. 

Тоді нехай поставлено задачу Коші на відрізку  Ntt ,0  у вигляді: 

 

( ) ( ) ( ) tttft ,,qxx = ; ( ) 00 xtx = ,    (1.81) 

 

де t  ‒ незалежна змінна; 

( )tq  ‒ m -мірний вектор параметрів; 

f  ‒ вектор-функція; 

( )tx  ‒ n -мірний вектор вхідних координат. 

Для розв’язування системи (1.81) можна застосувати будь-який з числових 

методів [160], причому, значення шуканої функціє визначаються у фіксованих 

точках it , Ni ,1= . Оцінимо похибку на певній ділянці розв’язку, вважаючи, що 

похибка перебуває у припустимих межах. 
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Зазначимо, що через методичну похибку а  та похибки округлення 

траєкторії точки у фазовому просторі, розв’язки, отримані різними числовими 

методами, відрізняються між собою. 

Для лінійного (знову ж таки, не порушуючи загального характеру 

викладення) аналогу диференціальної задачі (1.81) виду: 

 

( ) ( ) ( ) ( )tttt += xAx ; ( ) 00 xtx = ,    (1.82) 

 

де ( ) ( ) 
njiij tat
,1, =

=A , 

( ) ( ) т1 ...,, tt n= , 

( ) ( ) ( ) т1 ...,, txtxt n=x , 

т  ‒ знак транспонування, 

на відрізку  Ntt ,0  можна записати числовий розв’язок наступним чином 

 

( ) ( ) ( ) ( )tttt += xAx ~~ * ; ( ) 000
~~ xxtx == .   (1.83) 

 

Похибка розв’язку рівняння (1.82) буде визначатися різницею виразів (1.82) 

та (1.83), або: 

 

( ) ( ) ( ) ( )tttt AxAx += ~* , ( ) 00 =tx .    (1.84) 

 

Тут ( ) ( ) ( )ttt *
AAA −= ; 

 ( ) ( ) ( )ttt xxx ~−= . 

 

Якщо елементи матриць та векторів у виразі (1.84) є безперервними  
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функціями незалежної змінної t , то має місце оцінка 

 

( ) ( )  ( ) ( )  












=
N Nt

t

t

t

ddt

0 0

11
*exp xAAx ,  (1.85) 

 

де 

 

( ) 
( ) ( )

h

tt
t

h

AA
A

−
=

→0

* lim . 

 

У тих випадках, коли це можливо, для оцінки похибки розв’язків може бути 

застосовано методи теорії чутливості [161]. 

 

1.5.3 Аналіз похибок математичного моделювання динамічних систем, 

які описуються інтегральними рівняннями. Інтегральні рівняння є досить 

загальною формою математичного опису різних динамічних об’єктів. Лінійні 

нестаціонарні об’єкти, в загальному випадку, може бути описано лінійним 

рівнянням Вольтерри другого роду 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssysxKxy
x

=+ 
0

, ,   (1.86) 

 

де ( )sxK ,  ‒ ядро; 

( )xf  ‒ відома функція (права частина); 

( )xy  ‒ шукана функція. 
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Частинним випадком (1.86) може бути опис стаціонарних лінійних об’єктів 

у вигляді: 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssysxKxy
x

=−+ 
0

,   (1.87) 

 

ядро якого залежить від різниці аргументів x  та s  і, тому називається різницевим. 

Нелінійні об’єкти може бути описано рівнянням наступного виду: 

 

( ) ( ) ( )   ( )xfdssyFsxKxy
x

=+ 
0

,    (1.88) 

 

або більш загальним рівнянням 

 

( ) ( )   ( )xfdssysxKxy
x

=+ 
0

,, ,   (1.89) 

 

причому, у випадку стаціонарних об’єктів (я зазначалося ‒ як частинного 

випадку), ядро в рівняннях (1.88), (1.89) є різницевим. 

При комп’ютерному розв’язуванні рівнянь (1.86)‒(1.89) за допомогою 

методів математичного моделювання актуальною є задача отримання уявлень 

щодо можливих похибок розв’язків, які неодмінно виникають у зв’язку із 

застосуванням числових (тобто наближених) методів моделювання. Така ж задача 

є актуальною і при пошуку управління, оскільки синтез управляючих функцій 

(суть ‒ зворотна задача) ґрунтується на реалізації ММ динамічних (або 

стаціонарних ‒ у частинному випадку) об’єктів, як етапу такого синтезу. 

Відомий ряд робіт [94], [95], [164]‒[173], в яких розглядаються питання 

аналізу точності розв’язування традиційних для комп’ютерних засобів 

диференціальних рівнянь. Отримані результати може бути частково використано 
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у застосуванні до інтегральних рівнянь, одначе є також низка якісних 

особливостей, які слід враховувати. 

При комп’ютерному розв’язуванні наведених рівнянь (1.86)‒(1.89), як було 

зазначено вище, використовують наближені (числові) методи. Одначе, без 

попередніх спеціальних перетворень, можливе розв’язування лише рівнянь виду: 

 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )xfdssy
n

sx
asxaaxy

x n

n =








−

−
++−++ 

−

0

1

21
!1

... , (1.90) 

 

які описують лінійні стаціонарні об’єкти із зосередженими параметрами (ЗП-

об’єкти) та еквівалентні диференціальним рівнянням виду 

 

( ) ( )
( ) ( )xxa

xd

xd
a

xd

xd
nn

n

n

n

=++


+


−

−

...
1

1

1 ,   (1.91) 

 

де 

 

( )
( )
n

n

xd

xd
xy


= . 

 

Права частина (1.90) визначається функцією ( )x  та початковими умовами 

для рівнянь (1.91). 

В якості способу безпосереднього моделювання рівняння (1.90) зручно 

прийняти аналогову форму розв’язування рівняння (1.91), яка полягає у 

застосуванні замкнутої моделюючої схеми, яка містить послідовний ланцюжок з 

n  інтеграторів. 

Якщо розв’язується рівняння (1.87) з довільним різницевим ядром, то для 

застосування методу безпосереднього моделювання необхідно виконати 

попередню апроксимацію ядра. 
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Слід зазначити, що для лінійних та таких, які добре лінеаризуються, 

інтегральних рівнянь похибка може виражена за допомогою фундаментальної 

формули похибок [174]‒[178]. Дійсно, комп’ютерний розв’язок можна 

представити таким, що залежить від ряду величин nqqq ..,,, 21 , які 

характеризують параметри ММ, вхідні впливи тощо, відхилення яких і 

викликають похибку отримуваного результату. За наявності відхилень реальний 

розв’язок шляхом розкладання у обмежений ряд Тейлора може бути представлено 

наступним чином: 

 

( ) ( )++++ nnn qqqxYqqqqqqxY ...,,,,...,,,, 212211  

( ) ( ) ( ) nn qxuqxuqxu ++++ ...2211 ,   (1.92) 

 

де ( ) ( ) ( )xuxuxu n...,,, 21  ‒ коефіцієнти впливу або чутливості. 

Віднімаючи з правої частини (1.92) точний розв’язок ( )nqqqxY ...,,,, 21  ‒ 

тобто перший доданок ‒ можна записати похибку 

 

( ) ( ) ( ) ( ) nn qxuqxuqxuxY +++= ...2211 .   (1.93) 

 

Таким чином, для достатньо наближеного визначення похибки розв’язку 

необхідно знати відхилення параметрів nqqq ..,,, 21  (або їх вірогіднісні 

характеристики) та визначити коефіцієнти їх впливу. 

Для віднаходження коефіцієнтів чутливості (у випадку лінійного рівняння) 

можна отримати відповідне рівняння. Будемо вважати, що параметри 
nqqq ..,,, 21
 

визначаються внутрішніми властивостями ММ, тобто входять до ядра рівняння, 

що розв’язується комп’ютерними засобами, і яке, в такому випадку, має вигляд: 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssYqqqsxKxY
x

n =+ 
0

21м ..,,,,, .  (1.94) 
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Виконуючи диференціювання обох частин (1.86) по параметрах ( )niqi ,1= , 

отримаємо 

 

( ) ( )
( ) 0

..,,,,,

0

21м =











+




 dssY

q

qqqsxK

q

xY
x

i

n

i

.  (1.95) 

 

Уводячи позначення 

 

( )
( )xu

q

xY
i

i

=



,  

( )
( )nq

i

n qqqsxK
q

qqqsxK
i

..,,,,,
..,,,,,

21м
21м =




 

 

отримаємо шукані рівняння: 

 

( ) ( ) ( )  =+  dsxuqqqsxKxu
x

ini

0

21м ..,,,,,  

( ) ( ) dssYqqqsxK
x

nqi −=
0

21м ..,,,,, .   (1.96) 

 

В якості функції ( )sY  в правій частині (1.88) можна використати наближений 

розв’язок. Як видно, для визначення коефіцієнтів чутливості можна використати 

основну ММ, що реалізується комп’ютерними засобами, оскільки ядро рівняння 

(1.96) співпадає з ядром рівняння (1.86), яке розв’язується. 

Таким самим чином можна отримати рівняння чутливості для нелінійного 

рівняння (1.88). Відповідне йому машинне рівняння має вигляд: 

 

( ) ( ) ( )   ( )xfdssYFqqqsxKxY
x

n =+ 
0

21м ..,,,,, .   (1.97) 
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Диференціювання (1.97) дає 

 

( ) ( ) ( ) 
0

..,,,,,

0

21м =











+




 ds

q

sYFqqqsxK

q

xY
x

i

n

i

 

 

або 

 

( )
( ) ( )  ++




x

nq

i

sYFqqqsxK
q

xY
i

0

21м ..,,,,,  

( ) ( )
( )

0..,,,,, 21м =







+ ds

q

sY
sFqqqsxK

i

n .   (1.98) 

 

Враховуючи уведене раніше позначення для ( )xui , можна отримати: 

 

( ) ( ) ( ) ( )  =+  dssusFqqqsxKxu
x

ini

0

21м ..,,,,,  

( ) ( )  dssYFqqqsxK
x

nqi −=
0

21м ..,,,,, ;  ni ,1= .   (1.99) 

 

Отримані рівняння чутливості є лінійними, на відміну від вихідного 

рівняння (1.88). Для їх розв’язування може бути використано ММ, яка 

реалізується комп’ютерними засобами, в якій нелінійне перетворення шуканої 

функції по закону  F  замінено множенням її на змінний коефіцієнт  F . Для 

відтворення правої частини (1.99) також можна використати отриману раніше 

комп’ютерним розв’язуванням функцію ( )xY . 

Слід зазначити, що загальне рівняння (1.72) може бути приведено до більш 

простому виду (1.63), який допускає дослідження похибок. 
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Якщо функцію ( ) sysxK ,,  може бути розкладено у ряд Маклорена 

[179]‒[183] по ступенях ( )tx : 

 

( ) 
( ) ( )  i

i

i
x x

x

sysxK
sysxK 



=

=


0 !

,,0
,,  

 

і ряд збігається в області зміни x  та s , то можна виконати наближену заміну 

 

( ) 
( ) ( )  i

m

i

i
x x

x

sysxK
sysxK 

=

=


0 !

,,0
,, ;  mi ,1=  

 

та розв’язувати наближене рівняння 

 

( )
( ) ( ) 

( )xfx
i

sysxK
xy

x
i

m

i

i
x =

=
+ 

=0 0 !

,,0
. 

 

Як і у випадку диференційних рівнянь, для лінійних інтегральних рівнянь 

можна отримати рівняння для похибки. 

Можна вважати, що при розв’язуванні (1.86) машинне рівняння має вигляд: 

 

( ) ( ) ( )  ( )xfdssysxKxy
x

~~,
~~

0

=+  ,   (1.100) 

 

де ядро ( )sxK ,
~

 враховує первинні похибки моделювання  (методичну та 

інструментальну похибки) і являє собою суму 

 

( ) ( ) ( )sxKsxKsxK ,,,
~

+= . 
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Права частина ( )xf
~

 виразу (1.100) містить похибку зовнішнього збудження 

 

( ) ( ) ( )xfxfxf +=
~

. 

 

При цьому наближений розв’язок ( )xy~ , представлений виразом (1.100), 

визначається співвідношенням 

 

( ) ( ) ( )xyxyxy +=~ , 

 

де ( )xy  ‒ сумарна похибка розв’язку. 

Тоді, віднімаючи вираз (1.69) з (1.83), можна отримати 

 

( ) ( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )  ( )xfdssysxKxyxysxKsxKxy
x

=−+++ 
0

,,, . 

 

Розкриваючи дужки під інтегралом і вважаючи похибки ( )sxK ,  та ( )xy  

настільки малими, що їх добутком можна знехтувати, отримаємо шукане рівняння 

 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) dssysxKxfdssysxKxy
xx

 −=+
00

,, .   (1.101) 

 

Цим рівнянням для обчислення похибки ( )xy  складно скористатися з 

огляду через невизначеність завдання первинних похибок, яка зазвичай має місце, 

а також у зв’язку з тим, що замість істинного розв’язку ( )sy  в правій частині 

необхідно використовувати наближене. Одначе воно може використовуватися для 

якісного дослідження похибок, оскільки, зокрема, показує що різні складові 

сумарної похибки можуть бути визначені окремо (залишаючи в правій частині 

тільки ( )xf , можна визначити наслідкову похибку результату, а залишаючи лише 



91 
 

інтеграл ‒ похибку моделювання). Крім того, рівняння для похибки дозволяє 

виконати оцінку похибки. 

Зокрема (у вигляді тестової задачі), якщо ( )sx,  належить області D  

( ( ) Dsx , ); ax 0 , bs 0  і, при цьому, можна завдати обмеження 

 

( )
( ) KsxK

Dsx



,max

,
,  

( )
( ) KsxK

Dsx

~
,

~
max
,




,  
( )

( ) 


sxK
Dsx

,max
,

, 

 

( )
( ) fxf

Dsx




~
max
,

,  
( )

( ) 


xf
Dsx,

max , 

 

то, використовуючи вище наведені результати, можна отримати оцінку 

 

( )
( )

xK
xKK

e
KK

e
fxy

~
~

~
1












+

−

−


−

. 

 

При KK
~

=  дана оцінка спрощується: 

 

( ) ( ) Kxexfxy + . 

 

Таким чином, з наведеного аналізу випливає, що існує декілька шляхів 

отримання відомостей щодо похибок розв’язків інтегральних рівнянь, які 

виникають при числовій реалізації їх (як відповідних ММ динамічних об’єктів) із 

застосуванням комп’ютерно-орієнтованих методів. 
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 1 

 

Показано, що переважна більшість промислових (технологічних) та 

природно важливих процесів і об’єктів характеризуються змінними в часі 

поведінкою та станами, тобто являють собою динамічні системи. При 

математичній формалізації це означає, що шукані функції стану (наприклад, тиск 

температура, концентрація речовин в хімічних реакціях, електрична напруга 

тощо) в якості незалежного мають параметр часу, який визначає швидкість зміни 

шуканих функцій, тобто їх динаміку. 

Виконано аналіз підходів до математичної формалізації (суть – складання 

математичних моделей) динамічних систем. Визначено, що адекватними 

математичними моделями динамічних систем слід вважати диференціальні та 

інтегральні рівняння, які є формалізованими аналогами природної поведінки 

динамічних систем. 

На типових прикладах поширених промислових об’єктів (процесів) та 

природних явищ показано особливості математичного опису динамічних систем в 

термінах апаратів диференціальних (у повних та у частинних похідних) та 

інтегральних рівнянь. Показано, що в прикладному аспекті найбільш поширеними 

задачами дослідження динамічних систем є моделювання (визначення динаміки 

функцій стану) та пошук управління (законів зміни зовнішніх – управляючих – 

функцій, що забезпечують досягнення функціями стану динамічних систем 

бажаних значень) останніми. 

Проведено аналіз методів розв’язування диференціальних та інтегральних 

рівнянь різних типів, що застосовуються в якості ММ динамічних систем. Також 

проаналізовано похибки, які виникають при числовому розв’язуванні відповідних 

диференціальних та інтегральних рівнянь, їх (похибок) характер та шляхи 

зменшення чи усунення. Крім того розглянуто переваги і недоліки алгоритмічних 

та програмно-апаратних засобів, які застосовуються при розв’язуванні задач 

моделювання динамічних систем та пошуку законів управління ними. 
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2 МЕТОД РАНЖИРУВАННЯ ЗА ПОХИБКОЮ ДЛЯ ОЦІНКИ ТОЧНОСТІ 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІЧНИМИ СИСТЕМАМИ 

ТА УПРАВЛІННЯ НИМИ 

 

2.1 Аналітична формалізація процедури ранжирування на основі апарату 

диференціальних і інтегральних рівнянь в задачах моделювання та управління 

 

Одним з основних якісних показників обчислювальних засобів є точність 

результатів розв’язування ними прикладних задач, зокрема, задач моделювання та 

управління динамічними системами. Одначе, не дивлячись на широке 

використання засобів обчислювальної техніки (ОТ), проблему оцінки точності 

обчислень не можна вважати розв’язаною, а її актуальність зростає у зв’язку зі 

швидким розвитком та поширенням кібернетичних засобів різного призначення. 

Гострота проблеми полягає у складності аналізу похибок обчислень, яка 

призводить до громіздкості аналітичних обґрунтувань та до великого обсягу 

обчислень, необхідних для отримання конкретних числових даних. 

Для рішення багатьох технічних та науково-дослідницьких задач широко 

застосовуються як універсальні, так і спеціалізовані засоби ОТ. Характерною 

відмінністю останніх від універсальних засобів ОТ є навмисно вузький клас 

алгоритмів, які реалізуються, орієнтований на розв’язування обмеженого кола 

прикладних задач. При цьому, природно, передбачається досягнення низки 

певних (у порівнянні з універсальними засобами ОТ) переваг, до яких, зазвичай, 

відносяться один або група факторів, таких, як підвищена швидкодія, 

неаналітичний спосіб розв’язування задач (для аналогових спеціалізованих 

засобів ОТ), зменшені масо-габаритні характеристики та вартість, тощо. Слід 

зазначити, що проблема точності є актуальною як для універсальних, та і для 

спеціалізованих засобів ОТ, дещо трансформуючись, в залежності від типу засобу 

та принципу його дії, наприклад, своєрідність первинних похибок [184]‒[190]. 
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Для подальших розмірковувань будемо вважати, що засобами ОТ 

розв’язуються задачі, які описуються в рамках узагальненої ММ виду (1.29), і які 

дозволяють представлення у наступному вигляді: 

 

xyAk = ,      (2.1) 

 

де kA  ‒ оператор, який є елементом певного набору можливих операторів для 

конкретної задачі (або типу засобу ОТ); 

xy,  ‒ шуканий розв’язок та відома права частина (числа, вектори,  

функції), які мають свої обмежені області визначення. 

Первинні похибки у початкових даних призводять до необхідності 

розв’язувати наближену задачу 

 

xyAk
~~~

= ,      (2.2) 

 

де kkk AAA +=
~

,  xxx ++~ . 

Машинний (наближений) розв’язок можна виразити у вигляді: 

 

xRy m
~~ = ,      (2.3) 

 

де mR  ‒ машинний алгоритм, який являє собою систему операцій в  

універсальних або спеціалізованих засобах ОТ, а таму зосереджують в собі 

всю сукупність первинних інструментальних похибок, а також похибку  

метода розв’язування, який реалізується. 

Похибка розв’язку, що очевидно, визначається як: 

 

yyy −= ~ ,      (2.4) 
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може бути віднайдена лише при відомому точному розв’язку y , що обмежує 

прикладне застосування (2.4) в якості розрахункового виразу лише випадками 

розв’язування тестових (контрольних) задач. Одначе на практиці використовують 

метод аналізу похибки при більш точних контрольних розрахунках, що відповідає 

наступному виразу для похибки 

 

yyy
~~ −= ,      (2.5) 

 

де y
~

 ‒ також машинний, але завідома більш «точний» розв’язок, який  

можна визначити як: 

 

xRy m

~~
= ,      (2.6) 

 

де mR  ‒ машинний алгоритм, який забезпечує підвищену точність розв’язку. 

Це, зазвичай, досягається за рахунок застосування більш «удосконаленого» 

обчислювача, хоча задля підвищення надійності контролю корисно реалізовувати 

інший, можливо, більш точний метод розв’язування. 

Перетворюючи (2.4), отримаємо 

 

xAxRy km
1~ −−= ,      (2.7) 

 

яке може бути прийнято за вихідне рівнянням похибки. 

Представляючи похибку розв’язку як результат перетворення первинних 

похибок sq  ( )ns ...,,2,1=  

 

 sqFy = ,       (2.8) 
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можна стверджувати, що перетворення F  визначається двома основними 

факторами: властивостями задачі, яка розв’язується та властивостями точності 

засобу ОТ, що являє собою відоме положення, яке є джерелом багаточисельних 

ускладнень при аналізі точності обчислень [191]‒[193]. В точному вигляді 

залежність (2.8) побудувати, як правило, не вдається [19], [22], [194]‒[196] а з 

різноманіття наближень для F  вдається віднайти лише деякі придатні для 

практичного застосування перетворення [19], [20]. Одним з прикладів таких 

наближень може слугувати представлення похибки у вигляді усіченого ряду 

Тейлора, яке можна записати у вигляді 

 

 sqy  , 

 

де    ‒ оператор, який визначається незмінними для даної задачі параметрами 

(коефіцієнтами впливу). 

В якості шляху, який дає змогу спростити наступний за процесом 

розв’язування задачі не менш трудомісткий процес аналізу точності результату 

(або підвищити його оперативність), можна представити перенесення, що 

найменше частини цього (останнього) процесу на період, що передує 

розв’язуванню. Цей шлях [20] полягає у попередньому обчисленні залежностей 

похибки y  (а, практично, її характеристик) від характеристик первинних 

похибок за допомогою послідовного перебору можливої множини цих первинних 

похибок. 

Отриманих таким чином залежностей достатньо, щоб по них оперативно 

оцінювати точність засобу ОТ, що розв’язує яку-небудь задачу з характером 

похибок вихідних даних, які змінюються. 

Очевидно, що розбиття на класи за точністю (тобто ранжирування) має 

бути проведено таким чином, щоб кількість їх задовольняло двом суперечливим 

вимогам: воно повинно бути достатньо великим, щоб забезпечувати придатну 

диференціацію показників точності, і, в той самий час, не настільки великим, щоб 
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слугувати перешкодою простому та зручному визначенню приналежності кожній 

конкретній задачі до якогось класу. 

Враховуючи багаточисельність первинних похибок, значний обсяг 

обчислень, які супроводжують здійснення наведених вище процедур, а також 

складність вихідних залежностей (2.7), можна дотримуватися наступного 

алгоритму: 

1) Обрати показник точності розв’язку  yT  , який несе достатньо повну 

інформацію щодо похибки, і який ефективно може бути визначений шляхом 

числового експерименту. 

2) Застосувати серію комп’ютерних розрахунків (експериментів) щодо 

побудови залежностей  yT   від первинних похибок sq  ( )ns ...,,2,1=  на множині 

можливих задач. Цілком припустимо в даному разі використання сітки еталонних 

задач, що «дискретно» представляють та охоплюють всю множину задач, які 

розв’язуються, що, у підсумку, дозволяє використовувати інтерполяційний підхід 

при дослідженні точності будь-якої з можливих задач, які не співпадають ні з 

однією з еталонних, але для яких може бути віднайдена найбільш близька (в 

смислі точності) еталонна задача. 

3) Виділити в процесі цих розрахунків групи, близьких залежностей, що 

поєднують окремі задачі у класи точності. При цьому можлива автоматизація 

процесу класифікації у відповідності з методами розпізнавання, коли комп’ютер 

сам групує задачі (залежності) та відшукує критерій схожості. 

4) Виділити показники точності задачі 

 

( )xAQQ k , = ; ( )s= ,...,2,1 ,    (2.9) 

 

які дозволяють за допомогою деякого, нескладного правила C  визначати 

приналежність K -ї задачі L -му класу по параметрах точності 

 

 KL QCQ  ; ( )= LL ...,,2,1 .    (2.10) 



98 
 

Система даних параметрів повинна забезпечувати швидку орієнтацію в об’ємній 

множині робочих залежностей між  yT sK ,  та sq  ( )ns ...,,2,1= , прикладами яких 

можуть бути оцінки виду: 

 

  ( )ssK qyT 1,  ,    ( )ssK qyT 2,  ,   (2.11) 

 

де ( )1  та ( ) 2  ‒ деякі оператори, що реалізуються в процесі моделювання. 

Слід зазначити, що у розглянутому алгоритмі можуть у повній мірі 

використовуватися прийоми притаманні відомим методам [94], [197]‒[199]: 

використання, більш інтенсивне та зсунуте в часі у порівнянні з методом 

контрольних розрахунків, машинних розв’язків для еталонних задач у 

відповідності з (2.6); отримання характеристик точності по характеристиках 

первинних похибок (метод статистичного моделювання [200]‒[202]); опис по 

точності задач за допомогою параметрів, частинним випадком яких є коефіцієнти 

чутливості; застосування оціночних залежностей виду (2.11), які отримали 

розвиток у методах віднаходження оцінок для похибок по нормах та граничних 

значеннях для вихідних даних та похибках [203]‒[206]. 

В такому разі можна стверджувати, що в основі методу, який розглядається 

нижче [20], покладено принцип ранжирування за похибками задач та засобів ОТ, 

який полягає в оцінці похибок розв’язків за допомогою асоціативних залежностей 

між показниками точності, які цікавлять, та первинними похибками, отриманими 

в результаті попереднього процесу розв’язування задачі моделювання та 

класифікацією за точністю задач, які розв’язуються, за допомогою системи 

еталонних прикладів. 
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2.2 Метод ранжирування за похибками при реалізації математичних 

моделей динамічних систем в задачах моделювання та управління 

 

В літературі відомі методи аналізу точності [207]‒[209] при числовому 

розв’язуванні систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 

 

bAx = ,      (2.12) 

 

де A  ‒ неособлива матриця n -го порядку; 

b  та x  ‒ n -мірні вектори правої частини та шуканого розв’язку, серед  

яких, зокрема, найбільшого поширення набули: методи класичної  

теорії точності (теорії чутливості [210]‒[215]), проведення завідома  

більш точних обчислень при розв’язуванні задачі, застосування  

аналітичних оцінок типу нерівності [216]‒[219]. 

Розглянемо можливість теоретичного створення, а також запропонуємо 

процедуру методу ранжирування за похибками ‒ тобто розмежування «по рівнях» 

(або, інакше, тарирування ‒ тобто розмежування «за вагою») при реалізації ММ 

динамічних систем в задачах моделювання та управління [20]. При цьому 

зауважимо, що застосування методів теорії чутливості та проведення завідома 

більш точних обчислень при розв’язуванні задачі необхідні громіздкі розрахунки, 

які можна порівняти за обсягом обчислень з розв’язком поставленої задачі або, 

навіть такі, що перевищують цей обсяг. Застосування аналітичних оцінок типу 

нерівностей є більш економічним (в смислі трудомісткості обчислень), одначе 

результати аналізу, що можна отримати, як правило, занадто грубі. 

Принцип ранжирування, аналітична формалізація процедур якого 

розглянута у розділі 2.1, надає певні можливості щодо усунення вказаних вище 

ускладнень. Ці можливості полягають в тому, що основна частина обчислень при 

аналізі точності виконуються завчасно, результатом чого є таблиці (або графіки), 

що відбивають залежність показників точності від первинних похибок для різних 

класів задач. Підготовлені у такий спосіб дані дозволяють достатньо оперативно, 
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з невеликими обчисленнями, отримати числові характеристики похибок, якщо 

вдається «успішно» встановити приналежність конкретної задачі, яка 

розв’язується, до одного з «проранжируваних» класів. 

Щоб подолати труднощі, пов’язані з недостатнім обсягом відомостей щодо 

отримуваних показників, будемо пропонувати враховувати статистичний 

характер первинних похибок для отримання ефективних (близьких до істинної 

похибки) оцінок повної похибки. 

Можна зауважити, що для застосування принципу ранжирування по 

відношенню до системи (2.12), необхідно розв’язати низку задач, зокрема: задачу 

класифікації ММ, які реалізуються; віднаходження реальних процедур 

обчислення ймовірностних показників точності; складання програм обчислень 

ефективних оцінок похибок, тощо. 

Для розробки методу ранжирування при реалізації ММ динамічних систем в 

задачах моделювання та управління [20] виконаємо аналіз неусувної похибки 

розв’язку системи (2.12), яка виникає при розгляді останньої у стані збудження: 

 

( )( ) bbxxAA +=++ ,    (2.13) 

 

де  ija=A , nji ,1, =  ‒ матриця первинних похибок завдання коефіцієнтів 

матриці A ; 

 ib=b , ni ,1=  ‒ вектор похибок (збуджень) правих частин; 

x  ‒ вектор похибок розв’язку. 

В якості вихідної оцінки неусувної похибки оберемо оцінку норми вектора 

похибок [19], [220]‒[223] 

 

εAx  −1
,     (2.14) 

 

де ( ) bxxAε −+=  ‒ вектор нев’язок. 
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Застосування оцінки (2.14) обмежено випадком, коли «точно» відомі 

матриця A  та вектор b . Тим не менш, вона найліпше підходить до побудови 

процесу, який зазнає ранжирування, оскільки дозволяє [20], [23] отримувати 

розподіли для величини x , виходячи з функції розподілу норми вектора 

нев’язок ε , що, у свою чергу, дає можливість визначити границю довірливості 

для похибки, яка аналізується. 

Компоненти вектора нев’язок ε  як правило є незалежними нормально 

розподіленими випадковими величинами з параметрами 

 


=

 −
n

j

jab xmmm
iii

1

;  ni ,1= ,    (2.15) 
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
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n

j

jab x
ijii

,  ni ,1= ,    (2.16) 

 

де 
ib

m , 
ia

m , 2

ib
 , 2

ija
  ‒ математичні очікування та дисперсії відповідних  

випадкових величин; 

jx  ‒ компоненти розв’язку (2.12). 

Внаслідок використання представлення вектора нев’язок ε  у вигляді 

 

+= mεDε 0 , 

 

де D  ‒ діагональна матриця, елементи якої визначаються за виразом  

(2.16); 

m  ‒ вектор, компоненти якого визначаються за виразом (2.15); 

0ε  ‒ випадковий нормальний вектор з нульовим середнім та одиничною  
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кореляційною матрицею, для цього вектора можна отримати наступну оцінку 

 

( )
− + mεDAx 0
1 ,    (2.17) 

 

яку, як і відповідну оцінку для відносної похибки, вже можна використовувати 

для парирування СЛАР за точністю, причому критерієм класу є порядок системи 

n , параметром точності класу ‒ функція розподілу 0ε , параметрами точності 

задачі ‒ величини 1−
A , D  та m . 

Питання щодо обчислення функції розподілу деяких норм вектора 0ε  

розглядалися в роботі [224] з позицій використання наявних табульованих 

функцій (нормальна функція розподілу, розподіл 2 ). Для мети ж ранжирування 

представляється доцільним табулювання функцій розподілу різних норм вектора 

0ε  для різних СЛАР. При цьому значення функцій розподілу 
10ε  можна 

обчислити за формулою 

 

( ) ( )

n

t

n
dteF















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
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2

0 2
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ε

,    (2.18) 

 

значення функції розподілу 
20ε  ‒ за формулою 

 

( ) ( ) ( ) dtetFF t

nn 


−−

− 






=

0

2

1,2,2

2

00 2

2
εε

,   (2.19) 

 

Причому 

 

( ) ( )2
2,12,2 00
=

εε
FF .    (2.20) 
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Наявність цих функцій розподілу дозволяє легко будувати оцінку знизу для 

функцій розподілу ( )xxx   (або оцінку границі довірливості для похибки) 

шляхом зміни масштабу незалежної змінної відповідної функції розподілу 

величини 0ε  в ( ) xDADA  −− 11  раз і зсув початку координат вліво на 

( ) xmAmA 
−


−  11 . 

Нижче в табл. 2.1‒табл. 2.3 наведено лише p -квартилі (тобто, кожні з трьох 

значень, які можуть розділити групу чисел, упорядкованих від мінімального до 

максимального, на чотири рівні частини, причому у випадку, що розглядається ‒ 

для групи чисел, отриманих із ймовірністю p ) функцій розподілу 
10ε , 

20ε , 

30ε  для великих значень довірливої ймовірності p , що дає можливість будувати 

оцінки границь довірливості для похибок. 

Наявність знаку нерівності у виразі (2.14) призводить до завищення 

відповідних оцінок точності. Уведемо випадкову величину ( )AiT  (де ( )...,3,2,1=i  

‒ індекс норми), яку будемо називати у подальшому коефіцієнтом корекції 1 

роду, причому таку, що 

 

( )
ii

ii
T εAAx = −1 .     (2.21) 

 

Тоді, на підставі (2.14) та (2.21) витікає очевидне співвідношення 

 

iii
Aεx  ,     (2.22) 

 

яке можна використовувати для побудови оцінок зверху функції розподілу 
i

x  

(або нижньої границі довірчої похибки). 

Уведемо також випадкову величину ( )Aiq  (де ( )ni ...,,3,2,1=  ― індекс 

норми), яку, відповідно, будемо називати коефіцієнтом корекції 2 роду, таку, що 
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Таблиця 2.1 ‒ p ‒квартилі функцій розподілу 
10ε  

n  

p  
4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0,80 1,925 2,018 2,092 2,153 2,204 2,250 2,290 2,325 2,357 

0,85 2,056 2,145 2,216 2,275 2,325 2,368 2,407 2,441 2,472 

0,90 2,227 2,311 2,379 2,434 2,482 2,524 2,560 2,593 2,623 

0,95 2,492 2,570 2,632 2,683 2,738 2,767 2,800 2,831 2,858 

0,99 3,025 3,087 3,144 3,178 3,226 3,260 3,290 3,316 3,342 

 

 

n  

p  
13 14 15 16 17 18 19 20 21 

0,80 2,387 2,414 2,437 2,461 2,483 2,503 2,522 2,540 2,557 

0,85 2,500 2,275 2,550 2,571 2,935 2,613 2,631 2,648 2,665 

0,90 2,649 2,675 2,697 2,719 2,739 2,757 2,775 2,792 2,807 

0,95 2,884 2,907 2,928 2,948 2,967 2,985 3,001 3,017 3,032 

0,99 3,364 3,384 3,402 3,419 3,436 3,450 3,466 3,482 3,494 

 



105 
 

Таблиця 2.2 ‒ p ‒квартилі функцій розподілу 
20ε  

n  

p  
4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0,80 4,181 5,098 6,004 6,901 7,791 8,676 9,556 10,432 11,304 

0,85 4,452 5,397 6,328 7,247 8,159 9,065 9,963 10,857 11,747 

0,90 5,339 5,782 6,744 7,694 8,632 9,562 10,475 11,401 12,312 

0,95 2,492 6,370 7,379 8,371 9,349 10,316 11,274 12,224 13,167 

0,99 6,387 7,514 8,607 9,674 10,720 11,752 12,772 13,780 14,782 

 

 

n  

p  
13 14 15 16 17 18 19 20 21 

0,80 12,202 13,069 13,934 14,794 15,656 16,515 17,371 18,227 19,081 

0,85 12,625 13,508 14,388 15,265 16,140 17,013 17,883 18,752 19,619 

0,90 13,159 14,062 14,961 15,857 16,750 17,640 18,527 19,413 20,296 

0,95 13,949 14,880 15,809 16,733 17,652 18,568 19,482 20,392 21,992 

0,99 15,433 16,418 17,400 18,375 19,348 20,312 21,274 22,229 23,182 
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Таблиця 2.3 ‒ p ‒квартилі функцій розподілу 
30ε  

n  

p  
4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0,80 2,447 2,700 2,926 3,131 3,231 3,499 3,667 3,825 3,977 

0,85 2,597 2,849 3,074 3,279 3,468 3,645 3,813 3,971 4,122 

0,90 2,789 3,040 2,263 3,467 3,655 3,832 3,998 4,156 4,307 

0,95 3,081 3,328 3,549 3,751 3,938 4,114 4,379 4,436 4,586 

0,99 3,644 3,884 4,100 4,297 4,482 4,656 4,819 4,974 4,121 

 

 

n  

p  
13 14 15 16 17 18 19 20 21 

0,80 4,122 4,261 4,395 4,524 4,649 4,771 4,889 5,004 5,116 

0,85 4,267 4,405 4,539 4,669 4,794 4,915 5,033 5,148 5,260 

0,90 4,451 4,590 4,724 4,852 4,977 5,098 5,216 5,331 5,442 

0,95 4,729 4,867 4,999 5,129 5,252 5,374 5,481 5,605 5,716 

0,99 5,263 5,398 5,531 5,656 5,781 5,900 6,018 6,129 6,239 
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визначається виразом 

 

( )( )
iiii

q AAεx = .     (2.23) 

 

З (2.21) та (2.23) витікає (за умови, що   ― внутрішня точка області   

можливих значень елементів ε ): 

 

( ) ( ) ( )
ii

ii qT AAAA
11 −= ; ni ...,,3,2,1=    (2.24) 

 

та 

 

( ) ( ) 1maxmax
00

==


AA ii qT
ii

; ni ...,,3,2,1= ,   (2.25) 

 

а з (2.24) та (2.25) 

 

( ) ( ) ( )
iiii qT

ii

1

00
1minmin −


== AAAA ; ni ...,,3,2,1= . 

 

Таким чином, нижня границя випадкових величин ( )AiT  та ( )Aiq  залежить 

тільки від міри обумовленості матриці A . Функції розподілу ( )
iT

F  і ( )
iq

F  

величин ( )AiT  та ( )Aiq  залежать як від обумовленості матриці A , так і від 

розподілу вектора ε  по області  . Покладемо, що вектор ε  можна представити у 

вигляді: 

 

0εε = ,      (2.26) 

 

де   ‒ скаляр; 
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0ε  ‒ випадковий нормальний вектор з нульовим середнім та одиничною  

кореляційною матрицею. 

Таке представлення буде мати місце при виконанні наступних умов: 

 

   
 
  








==

==

===

.,1,,

;,1,

;,1,,0

njiaaD

nibbD

njiaMbM

ij

i

iji

. 

 

При цьому 

 

( ) 2122
x+=  ab .     (2.27) 

 

Між ( )
iT

F  і ( )
iq

F , як випливає з (1.24). існує зв’язок: 

 

( ) ( )
( )






  −

=
1

1 1

ii

ii
tFdF Tq

AA

,     (2.28) 

 

тобто, у подальшому, будемо розглядати лише ( )AiT , причому, за необхідності, з 

(2.28) легко отримати ( )Aiq . 

Можна показати, що при розподілі вектора 0ε , який розглядається 

(розподіл), випадкові величини ( )AiT  та 
i0ε  є незалежними при ni =  та 

залежні при ( )1,1 −= ni . Одначе залежність в останньому випадку має слабкий 

характер, а тому у практичних розрахунках нею можна знехтувати. Таким чином, 

знаючи функції розподілу величин ( )AiT  та 
i0ε , враховуючи (2.21) можна 

визначити функцію розподілу величини 
i

x . 

Визначимо можливість використання введених коефіцієнтів корекції ( )AiT  

для побудови придатних для ранжирування оцінок точності. 
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Визначення 2.1. Матриці A  та B  будемо називати iT -подібними, якщо 

( ) ( ) ( ) ( )= BA ii TT FF , а 0ε  ― випадковий n -мірний вектор з незалежними N  

розподіленими компонентами, причому значення цих компонент перебувають на 

відрізку  10, . 

Має місце наступна теорема. 

Теорема 2.1. Нехай A  ‒ ( )nn -неособлива матриця; 21AΠΠB = , де 1Π  ‒ 

ортогональна, а 2Π  ‒ неособлива матриця, такі, що ( ) ( ) 121 == ΠΠ ii TT  для будь-

якого вектора 0ε . Тоді матриці A  та B  ‒ iT -подібні. 

Доведення теореми 2.1. За визначенням, коефіцієнт корекції 1-го роду для 

матриці B  дорівнює: 

 

( ) ===
−−

−−−−

−

−

iii

ii

ii

i
iT 1

10
1

1
10

1
1

11
2

0
1

0
1

ΠεB

ΠεΠAΠ

εB

εB
B  

( )

i

ii
b

iii

ii

0

0
1

1
10

1

0
1

1
11

2




==

−

−−

−−−
A

ΠεB

εΠAΠ
, 

 

де ( )

ii

i
b

11
2

−−= BΠ , 

0
1

10 εΠ
−= . 

Тоді очевидно можна записати: 

 

( ) ( )

i

ii
aiT

0

0
1

ε

εA
A

−

== , 

 

де ( )

i

i
a

11 −= A . 
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В силу ортогональності матриці 1Π  та розподілу вектора 0ε , що 

розглядається, вектор 0  має такий саме розподіл, як і вектор 0ε , а тому величини 

 

i

i

0

0
1



−
A

 та ( )

i

ii
a

0

0
1

ε

εA
−

  

 

мають однакові закони розподілу. Враховуючи (2.25), отримуємо ( ) ( )i
b

i
a =  та, 

таким чином, ( ) ( ) ( ) ( )= BA ii TT FF , що і вимагалося довести. 

Прикладами матриць 1Π  та 2Π , що задовольняють умовам теореми 2.1, 

можуть слугувати матриці перестановки ( )ni ,1=  та матриці обертання ( )ni = . 

Таким чином, доведено існування множини матриць, які мають однакові 

ймовірнісні характеристики коефіцієнтів корекції, що, в свою чергу, важливо для 

практичних застосувань. 

З іншого боку, нехай ijT  ‒ випадкова величина на відрізку  10, , а ( )
ijTF  ‒ її 

функція розподілу, причому 

 

( ) ( )
iij
TT
FF  при jQA ,    (2.29) 

 

де jQ , mj ,1=  ‒ підмножина (яка не перетинається) деякої (вихідної)  

множини матриць Ξ . 

Тоді з (2.21) та (2.29) випливає наступний вираз для ймовірностей: 

 

    −

ii
iji
Tpp 0

1
εAx ,    (2.30) 

 

який означає, що функції розподілу величини 
ii

ijT 0
1
εA

−  є оцінкою знизу функції 

розподілу величини 
i

x  для будь-якої матриці з множини матриць jQ , mj ,1= . 
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Викладене вище вказує на метод використання коефіцієнтів корекції для 

ранжирування за похибкою (суть ‒ по точності) при реалізації математичних 

моделей динамічних систем шляхом побудови множин (класів) матриць jQ , 

mj ,1=  та визначення ( )
ijTF , mj ,1= . При цьому необхідно виконання наступних 

умов (умов класу): 

‒ умова якості класу ‒ функція розподілу коефіцієнтів корекції матриць з 

фіксованої множини jQ , mj ,1=  мають бути в певному сенсі близькі одна до 

іншої, причому ступінь близькості (або міра розсіювання) є характеристикою 

якості даного класу jQ ; 

‒ умова розрізняння класу ‒ наявність критерію приналежності конкретної 

задачі до певного класу, який реально може бути обчисленим (критерій класу). 

При цьому практичний алгоритм розв’язування задачі щодо побудови 

множини матриць Ξ  з наступним її розбиттям на класи jQ , mj ,1=  може 

бути представлений наступним чином: 

1) Апріорі формується критерій класу. Іншими словами, на першому етапі 

розв’язку необхідно апріорі (умовно) розбити початкову множину матриць Ξ  на 

m  класів jQ , mj ,1= . При цьому не слід вибирати m  надто малим, оскільки ясно, 

що чим більше класів буде апріорі визначено вибраним критерієм (тобто, чим 

менше буде ступінь варіації матриць з одного класу), тим вища можливість 

отримати класи з «хорошою» якістю. З іншого боку, число m  не повинно бути 

занадто великим, оскільки значна кількість класів, отриманих апріорі, призводить 

до значного обсягу обчислювальної роботи. Розв’язок практичних задач показав, 

що доцільно приймати 10m . 

2) Визначаються ( )
ijTF  та оцінка якості ijC  кожного класу jQ , mj ,1=  

для обраних норм i ( ni ,1= ). Щодо обчислення ( )
ijTF  та ijC  слід зазначити 

наступне. Аналітичне обчислення цих характеристик досить ускладнене, тому при 

розрахунках доцільно використовувати числові методи аналізу, що призводить до 
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необхідності заміни множини матриць jQ , mj ,1=  на деяку кінцеву підмножину 

Nj
Q , яка складається з N  матриць-представниць множини jQ . jQ . Також має 

сенс замість ( )
ijT

F , яка визначається виразом (2.29), визначати таку функцію 

розподілу ( )*

ijT
F  (тобто оцінку ( )

ijT
F ), що ( ) ( ) ( ) jTT iij

FFp QAA  ,* . 

Практично ( )*

ijT
F  можна визначати наступним чином: 

 

2* 3
rijrij PPrijP += ,     (2.31) 

 

де *
rijP  ‒ rP -квартиль ( prPr = , 1,0 −= Rr , R  ‒ число обчислених квартилів) 

функції розподілу ( )*

ijT
F ; 

rijP , 2

rijP  ‒ оцінки внутрішньо-класних математичного очікування та  

дисперсії, відповідно; 

rP ‒квартилі, які обчислюються за звичайними формулами для незміщених 

оцінок, а саме: 

 

( )
=

=
N

k

krijP P
Nrij

1

1
A ,     (2.32) 

 

( ) 
2

2

1

1
 −

−
=

N

k

PkrijP rijrij
P

N
A ,    (2.33) 

 

де ( )kA  Nk ,1=  ‒ матриць-представниць множини jQ , mj ,1= . 

Для визначення ( )( )kiT
F A , а точніше ‒ оцінок rP -квартилів ( )krijP A , 

доцільно скористатися методом статистичних випробовувань [225]‒[229], щоб 

побудувати статистичну функцію розподілу величини ( )kiT A по виборці N . 
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Оцінку якості класу ijC  можна обчислити, припускаючи 

 


−

=

=
1

0

6 R

r

Pij rijR
C .      (2.34) 

 

Прийнятий спосіб побудови ( )*

ijT
F  (вираз (2.31)) дозволяє вважати 

критичними похибки визначення оцінок 
rijP  та 2

rijP  ті, які призводять до 

занижених значень цих похибок, що дає змогу обирати N , виходячи з з верхніх 

границь довірливості оцінок 
rijP  та 2

rijP . 

3) Визначення класів jQ , mj ,1= , для яких 0iij CC  , де 0iC  ― мінімальна 

оцінка якості класу. 

Будемо виходити з припущення, що таких класів 1m . Далі, шляхом 

відповідної зміни критерію класу, розділимо множину 
s

sQ  на 
1s

m  підмножин 

1s
Q , 

1
,11 sms = , причому так, щоб виконувалося 11

mms  . Після цього 

проводяться розрахунки для етапу 2, тоді ‒ етапу 3, тощо, поки оцінки якості 

класів, що формуються, виявляться не гірше мінімальної. Такий ітераційний 

процес побудови класів із заданою якістю може збігатися в сенсі 0→lm  при 

великих l  ( l  ‒ число повертань до 2-го етапу). 

4) Використовуючи методи кластер-аналізу, наприклад, метод « k -

середніх» [230]‒[233], проводиться групування m  класів по заданій функції 

відстані між класами та критерію об’єднання класів (порогу відстані). Отримані в 

результаті такого групування класи утворюють субкласи. Оцінкою якості 

субкласу може слугувати мінімальна оцінка якості серед к ласів, які входять у 

субклас. Розв’язування тестових задач показує, що проведення такої класифікації 

матриць jQ , mj ,1=  дозволяє отримати більш ефективні (у порівнянні з [234], 

[235]) оцінки функції розподілу 
i

x  шляхом визначення класу jQ , якому 
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належить конкретна матриця A , і побудови функції розподілу величин 

ii
ijT 0

1
εA



− , для чого необхідно мати функцію розподілу ( )
ijT

F  величини 

iijT 0ε . Вважаючи величини ijT  та 
i0ε  незалежними, функцію розподілу їх 

добутку порівняно легко оцінити, використовуючи кубатурну формулу: 

 

( )   ( )=






 
= 

=

*

1

0 0

1
εεε ε

ijij T

r

R

r
iijT F

P
F

R
TpF ,   (2.35) 

 

де R  ‒ число інтервалів, на яке розбивається відрізок  1,0 ; 

rP  ‒ Rr ‒квартиль. 

Зазначимо, що запропоновані оцінки справедливі в рамках лінійної теорії 

точності. 

Вище (вираз (2.28)) зазначалося, що при розподілі вектора 0ε , який 

розглядається (розподіл), випадкові величини ( )AiT  та 
i0ε  є незалежними при 

ni =  та залежні при ( )1,1 −= ni . Доведемо це твердження для частинного випадку 

величин ( )A3T  та 
30ε  (тобто для 3=i ). 

Нехай T  – множина векторів 0ε  така, що з T0ε  випливає 

( ) ( ) 
== 00

33 εεεε
AA TT . Із визначення ( )A3T  вочевидь випливає наступна 

властивість T : якщо T0ε , то  T0ε  прибудь якому дійсному  , відмінному 

від нуля. 

Спільна функція розподілу величин ( )A3T  та 
30ε  за визначенням є: 

 

( )   ==  STPTP 00303 ,,A  

  ( ) ( )      == TPSPSTPSP 00000 yεεεε , 

 

де S  ‒ куля радіусу   (в смислі 3-ї норми ‒ 
3
 ); 
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0y  ‒ випадковий вектор, який має усічений нормальний закон розподілу зі 

щільністю ймовірностей 

 

( )
( )








=





,при0

,при
0

0 Sz

Szzf
zf y  

 

де ( )zf
0

 ‒ щільність ймовірностей вектора 0ε . 

Розглянемо випадковий вектор 
300 yy= . На підставі вказаної 

властивості множину T  можна записати так: 

 

    10 STPTP  =y ,    (2.36) 

 

де 1S  ‒ одинична куля (сфера). 

Для безумовної ймовірності маємо 

 

( )      1003 STPTPTP  == εA ,   (2.37) 

 

де 
3000 εε= . 

Зрозуміло, одначе, що як  , так і 0  розподілені по одиничній сфері 1S  з 

постійною щільністю ймовірності, так що у ймовірнісному смислі ці вектори 

однакові, звідки випливає рівність лівих частин (2.36) та (2.37), що і завершує 

доведення висунутого вище твердження. 

Розглянемо питання щодо залежності величин ( )AiT  та 
i0ε , ( )1,1 −= ni . 

Для конкретності розгляду (але не позбавляючись загальності) у подальших 

розмірковуваннях приймемо (для простоти), що 1=i . Нехай 
T  ‒ множина 

векторів  , аналогічна множині T  з (2.36). Тоді спільна функція розподілу ( )A1T  
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та 
10ε  запишеться наступним чином: 

 

( )    1
0101 , 

= STPTP εεA , 

 

де 1
S  ‒ куля радіусу   в смислі 1-ї норми. 

Якщо б ( )A1T  та 
10ε  були незалежними, то при будь-яких 

T  

виконувалась би рівність 

 

     == 
1

00
1

0 SPTPSTP εεε   

      10100 STPSPTP 
== εεε .  (2.38) 

 

Справедливість останньої рівності в (2.38) випливає із доведення (2.36), що 

неможливо. Таким чином, величини ( )A1T  та 
10ε  є залежними. В той самий час, 

якщо величина 

 

( )  ( )   −=
 101101
,

,max εAεA TPTPTP  

 

достатньо мала (слабка залежність ( )A1T  та 
10ε ), то при обчисленні оцінок 

знизу функції розподілу ( )A1T  та 
10ε  можна замінити спільний закон розподілу 

добутком одновимірних. 

З (2.38) отримуємо наступну оцінку для   

 

( )  11 −= SSP ε .     (2.39) 

 

Обчислення правої частини (2.39) аналітичним шляхом може викликати 

складності, тому, щоб отримати представлення щодо ступеня залежності ( )A1T  та 
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10ε , доцільно скористатися методом статистичних досліджень (спираючись на 

числові розрахунки). Враховуючи сказане, результати розрахунків наведено у 

табл. 2.4, де n  ‒ розмірність вектора 0ε . Обсяг вибірки векторів 0ε  було обрано 

410 , що забезпечує достатню точність та надійність результатів. 

Ці результати, з урахуванням грубості оцінки (2.39), а також того факту, що 

при побудові оцінки знизу функції розподілу величини ( )
101 εA T  критичні 

похибки виникають лише при 

 

     10
1

0
11

0   SPTPSTP εεε  , 

 

а тому дозволяють знехтувати в практичних розрахунках залежністю величин 

( )A1T  та 
10ε . Очевидно, що в силу загальності, викладене може бути 

розповсюджено на випадок використання норм у діапазоні  ( )1,2 −= ni . 

 

2.3 Побудова оцінок «знизу» функцій розподілу неусувної похибки 

реалізації ММ динамічних об’єктів, представлених диференціальними і 

інтегральними рівняннями, в задачах моделювання та управління із 

застосуванням методу ранжирування за похибкою 

 

Застосування запропонованого методу ранжирування [20] щільно пов’язано 

із задачею аналізу похибок числової реалізації ММ досліджуваного класу систем 

(для чинної дисертаційної роботи ‒ диференціальних та інтегральних рівнянь, які 

розглядаються в якості моделей динамічних систем). При цьому задача аналізу 

похибки моделювання динамічних систем (зокрема, в задачах моделювання та 

управління), зумовленої неточністю завдання самої моделі, зводиться до задачі 

оцінки неусувної похибки розв’язку математичних виразів, що утворюють дану 

ММ. Це також стосується випадку, коли неточно завдано вихідні матриця та 

вектор правих частин (наприклад, в рамках узагальненої ММ виду (1.29)). 
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Таблиця 2.4 ‒ Результати статистичних досліджень залежності величин ( )A1T  та 

10ε  

N 

( )  

,6=n  

N2,01+=  

,11=n  

N2,08,1 +=  

,16=n  

N2,04,2 +=  

,21=n  

N2,005,3 +=  

1 0,0106 0,0132 0,0201 0,0231 

2 0,0178 0,0250 0,0308 0,0366 

3 0,0284 0,0379 0,0477 0,0559 

4 0,0406 0,0541 0,0625 0,0746 

5 0,0509 0,0694 0,0847 0,0937 

6 0,0658 0,0839 0,0989 0,1136 

7 0,0761 0,0973 0,1121 0,1278 

8 0,0756 0,1020 0,1236 0,1396 

9 0,0785 0,1072 0,1283 0,1476 

10 0,0834 0,1059 0,1274 0,1390 

11 0,0782 0,1003 0,1301 0,1333 

12 0,0706 0,0949 0,1104 0,1209 

13 0,0612 0,0852 0,0953 0,1046 

14 0,0499 0,0706 0,0772 0,0859 

15 0,0384 0,0581 0,0605 0,6581 

16 0,0268 0,0436 0,0475 0,5214 

17 0,0200 0,0329 0,0367 0,0392 

18 0,0141 0,0236 0,0283 0,0297 

19 0,0103 0,0172 0,0203 0,0214 

20 0,0068 0,0129 0,0158 0,0159 

( )


max  0,0834 0,1072 0,1301 0,1476 
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З огляду на процедуру числової реалізації виразів, що складають ММ будь-

яких процесів та систем, саме неточність введення вихідних даних є основним 

джерелом похибок моделювання (рівно як і пов’язаної з моделюванням задачі 

управління), що і визначає вважливість розробки практичних методів оцінки 

похибки через неточність завдання вихідних даних. З іншого боку, часто в 

практиці розв’язування задач моделювання (або управління), елементи як матриці 

A , так і вектора b  правих частин рівняння (2.12), яке являє собою матричний 

аналог ММ (1.29), є величинами відомими лише з певним ступенем точності. В 

таких випадках аналіз неусувної похибки також має суттєве значення для 

правильної оцінки результатів розв’язку поставленої задачі моделювання 

(управління) і, поміж іншим, може бути обґрунтованою причиною 

переформулювання останньої. 

Принагідно зазначимо, що гарантовані оцінки неусувної похибки розв’язку 

ММ досліджуваного класу систем у вигляді (2.12), дозволяють отримати верхню 

межу похибки, яка є гранично можливою (у рамках прийнятих припущень) 

похибкою розв’язку вихідної задачі моделювання (або управління). Ця обставина 

і визначає таку характерну особливість гарантованих оцінок як їх практично дуже 

сильну «завищеність» (грубість) і, як наслідок, неефективність, не зважаючи на 

те, що здебільшого, всі такі оцінки є такими, які не можна покращити, тобто їх не 

можна розглядати в якості точної верхньої межі для відповідних похибок [97], 

[236]‒[240]. 

Практично «загрубленість» гарантованих оцінок є наслідком двох причин: 

‒ при отриманні оцінок приходиться здійснювати цілу низку переходів 

типу BABA ++  та BAAB  , а кожний такий перехід вносить свій 

внесок у «загрубленість» кінцевого виразу; 

‒ на практиці ані матриця A похибок елементів вихідної матриці A , ані 

вектор b  похибок вектору b  правих частин зазвичай невідомі. Тому при 

обчисленні оцінки похибки розв’язку [97], [187], [241] замість A  беруть 
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A
G

sup , а замість b  – b
1

sup
G

 (G  та 1G  – множини, елементами яких є A  та 

b , відповідно), беручи до уваги найгірший випадок. 

В той самий час, у випадку, коли збудження A  та b  невідомі, їх 

елементи, зазвичай, є випадковими величинами, тому при цьому цілком природно 

виникає задача щодо визначення закону розподілу вектору (або його норми) 

неусувної похибки розв’язку ММ виду (2.12), знання якого (вектору) дозволяє 

отримати довірчу оцінку похибки pCо  із заданою довірчою ймовірністю p . В 

такому разі можна стверджувати, що довірча оцінка похибки pCо  при досить 

значних p  є «кращою» в смислі «близькості» до похибок, які виникають 

практично, аніж гарантовані оцінки гC , які, по суті, є ні що інше, ніж частинний 

випадок pCо , а саме 

 

( ) 1ог == pCC p .      (2.40) 

 

У зв’язку з цим, слід розробити практичний шлях побудови оцінок 

«кращих», ніж гарантовані, який буде полягати у визначенні певних оцінок 

«знизу» законів розподілу, що становлять зацікавленість, на основі яких можна 

отримувати довірчі оцінки pC  неусувної похибки розв’язку (2.12) з довірчою 

ймовірністю не меншою, ніж p , та за умови, що при цьому виконуються умови 

 

( ) 



==



.1

,

ог pCC

CC

p

pp
    (2.41) 

 

Розглянемо більш детально питання побудови таких оцінок із 

застосуванням методу ранжирування за похибкою. 
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2.3.1 Побудова оцінок «знизу» законів розподілу неусувної похибки, які 

базуються на застосуванні гарантованих оцінок. У подальшому будемо 

вважати, що елементи збуджень A  та b  є випадковими величинами з 

відомими імовірнісними характеристиками. 

Оцінюючий «знизу» закон розподілу для величин x  та xx  (тобто 

тих, що визначають точність розв’язку рівняння (2.12)) можна отримати, 

визначивши закон розподілу правої частини відповідної гарантованої похибки. 

Без обмеження загальності, у подальшому, будемо розглядати наступні оцінки: 

‒ для абсолютних похибок 

 

( )  ( )AAbxAAx −+ −− 11 1 ;   (2.42) 

 

‒ для відносних похибок 

 

( )AA
b

b

A

A
AA

x

x
−













 
+





−− 11 1 .   (2.43) 

 

У першому випадку випадкова величина, яка являє зацікавленість, є 

функцією двох випадкових величин A , b  та невипадкових параметрів 
1−

A , 

x . У другому випадку ― функцію тих самих випадкових аргументів та 

невипадкових параметрів 
1−

A , A , b . При цьому слід зазначити, що величини 

1−
A , x , як правило, невідомі. 

Для розв’язування поставленої задачі необхідно знати закони розподілу 

випадкових величин A , b . Для їх відшукання запропонуємо наступні 

процедури. 
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1) Нехай задано n -мірний вектор b , компоненти якого ib , ni ,1=  

являють собою випадкові величини з функціями розподілу ( )iF . Необхідно : 

‒ визначити ( )


1
b

F  у вигляді 

 

( )  =
 11

b
b

PF . 

 

Оскільки ib  незалежні, то 

 

( )   ( )=








== 
==



n

i

i

n

i i
ii

i
FbPbPF

11

~
max

1
b

.  (2.44) 

 

В (2.44) ( )iF
~

 ― функція розподілу ib . Тоді 

 

( )
( ) ( )







−−
=

.0,0

;0,~ ii

i

FF
F     (2.45) 

 

Таким чином 

 

( ) ( ) ( ) 










−−
= 

=

.0,0

;0,
11

n

i

ii FF
F

b
  (2.46) 

 

‒ визначити ( )


2
b

F  у вигляді 

 

( )








= 
=



n

i

ibPF
1

2
b . 
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Розглянемо випадкову величину 

 


=

=
n

i

ibw
1

. 

 

З урахуванням викладеного у попередньому пункті, можна записати 

 

( )


( ) ( )  i

n

i

iiii

i
n

w dFF
d

d
F 









−−


= 
=1

... ,   (2.47) 

 

звідки 

 


=

n

i

ib
1

.      (2.48) 

 

2) Нехай задано ( )nn -матрицю A , компоненти якої ija ; nji ,1, =  

незалежні безперервні випадкові величини з функціями розподілу ( )ijF . 

Необхідно: 

‒ визначити ( )


1
A

F  у вигляді 

 

( )  =
 11

A
A

PF . 

 

З визначення першої норми випливає, шуканий закон розподілу можна 

отримати, застосовуючи почергово результати попереднього п. 1 відповідно, 

спочатку, до рядків матриці A , а тоді ― до отриманого h -мірного вектору. 
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Нехай ( )if , ni ,1=  ― щільність ймовірностей випадкової величини i , 

причому 

 


=

=
n

i

iji a
1

.      (2.49) 

 

Враховуючи, що 
2

b  та 
1

A  розподілені за нормальним законом, можна 

записати 

 

( )
( )

( )

( )













=

,,0,0

;,0,

max

max
н

i

i

i

f

f      (2.50) 

 

де ( )ifн  ‒ щільність ймовірностей нормального закону розподілу з параметра- 

ми математичного очікування im  та дисперсії iD . 

Тоді, на підставі першого підпункту п. 1, можна записати: 

 

( ) ( )











= 

=

.0,0

;0,
1

*

1

n

i

iFF
A

     (2.51) 

 

В (2.51) ( )*
1F  ― функція розподілу випадкових величин i . 

‒ визначити ( )


2
A

F  у вигляді 

 

( )  =
 22

A
A

PF . 
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По аналогії з попереднім підпунктом можна записати: 

 

( )
( )












= 

=

.0,0

;0,
1

**

2

n

j

jFF
A

     (2.52) 

 

де ( )**
jF , nj ,1=  ‒ функція розподілу випадкових величин 

 


=

=
n

i

ijj a
1

* .     (2.53) 

 

Питання щодо визначення границь похибки з ймовірністю не меншою, ніж 

P  (або, іншими словами, щодо визначення похибки, ймовірність перевищення 

якої не більше ніж ( )P−1 ), можна вирішувати, виходячи з нерівності Чебишева. 

Для цього достатньо знати математичне очікування та дисперсію. Одначе слід 

мати на увазі відносно більшу «грубість» нерівності Чебишева і, таким чином, 

результатів, які можна отримати з нього. 

Зазначимо, що отримання ( )


F  в явному вигляді пов’язано з труднощами 

аналітичного характеру, оскільки члени правих частин виразів (2.46) та (2.52) не 

можна виразити через елементарні внаслідок «нормальності» випадкових величин 

(2.49). Вочевидь аналогічні результати можна отримати, якщо норми похибок 

b  та A  розподілені за законом, відмінним від нормального. 

Можна побудувати більш грубу, але таку, що легко обчислюється, нижню 

границю, шляхом визначення ймовірності потрапляння в прямокутник зі 

сторонами, паралельними осям координат, і вершинами в точках ( )min2min1 , , 

( )min2, c , ( ) ,min1 , ( ),c . За точку ( ),c  доцільно прийняти точку перетину 

прямих const
1

21 =
−

+
 та 21 = , де min1=  (рис. 2.1, а, б). 
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0 h

m
1



 + 1m ax
1

2

2 m a x

 

 

а) 

0 C

d

1m ax
1

m
1



 +

2

2 m a x

 

1 2 =

 

б) 

познаки: 

а ‒ графічне визначення розподілу ( )


F ; 

б ‒ визначення «грубої» оцінки нижньої границі 

Рисунок 2.1. ‒ Побудова нижньої границі оцінки неусувної похибки 
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При цьому 

 

11

1

1

AA
−

= ; 
( )++


=

11
c ; 

( )++


=

11
. 

 

При розв’язку СЛАР матриця A  та вектор b  залежать від способу 

введення вхідної інформації. Одначе, у будь-якому випадку, можна вважати, що 

матриця A  та вектор b  співпадають з матрицею та вектором похибок завдання 

коефіцієнтів відповідних елементів матриці A , та вектору b . 

 

2.3.2 Апостеріорні оцінки законів розподілу неусувної похибки. 

Розглянуті у розділі 2.3.1 способи побудови оцінок «знизу» законів розподілу 

абсолютної та відносної неусувних похибок, які базуються на використанні 

відповідних гарантованих оцінок, природним чином визначають два типи оцінок: 

‒ апріорні оцінки – оцінки законів розподілу величини ( )xx , причому 

обчислення яких не потребує знання величини x ; 

‒ апостеріорні оцінки – оцінки законів розподілу величини x , при 

обчисленні яких необхідно знати x , що, у випадку практичного застосування, 

призводить до необхідності використання наближеного розв’язку. 

Можна стверджувати, що застосування гарантованих оцінок неусувної 

похибки розв’язування СЛАР з метою побудови «покращених» оцінок рC  

спричиняє завищеність гарантованих похибок. 

Апостеріорний аналіз неусувної похибки розв’язку СЛАР дає змогу 

побудувати оцінки «знизу»законів розподілу величин x  та ( )xx  і, таким 

чином, відповідні оцінки рC , причому останні будуть звільнені від «завищеності», 

згаданої вище. 
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Досягнути це можна за рахунок використання виразу, який пов’язує вектор 

похибок x  з вектором нев’язок ε : 

 

εxA = .       (2.54) 

 

Слід також зазначити, що оцінки похибки в нормах, отримані на підставі 

(2.54), а саме 

 

εAx  −1 ,      (2.55) 

 

b

ε
AA

x

x



−1      (2.56) 

 

є найменш грубими з усіх оцінок у нормах, але ними не можна користуватися, 

коли невідомі точні значення елементів матриці A  та вектора правих частин b . 

В той же час, з метою побудови оцінок «знизу» законів розподілу x  є 

можливість скористатися виразом (2.56) у ряді випадків. Сформулюємо таку 

можливість, спираючись на лінійну теорію точності. Наближене рівняння для 

похибки має такий вигляд: 

 

AbxA − .     (2.57) 

 

З (2.55) та (2.57) випливає 

 

лεAxbε =− ,    (2.58) 

 

а з (2.56) видно, що для побудови оцінки «знизу» величини x  необхідно знати 

закон розподілу випадкової величини ε , який можна приблизно визначити, 

враховуючи (2.58) при деяких уявленнях відповідно випадкових величин ija , 
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ib ; nji ,1, = . Нехай ці величини є незалежними випадковими величинами з 

функціями розподілу ( )
ijaF , ( )

ib
F , відповідно. Тоді 

iлε , ni ,1=  будуть 

неперервними незалежними величинами, закон розподілу яких при значних n  

можна вважати, в силу центральної граничної теорії ймовірностей [242]‒[246], 

нормальними з параметрами 

 

( ) ( ) 
=

−=
n

j

jijii yambmm
1

;  ni ,1=    (2.59) 

 

та 

 

( ) ( ) 
=

+=
n

j

iijii yaDbDD
1

222
;  ni ,1= ,  (2.60) 

 

де ( )ibm  , ( )ijam  , ( )ibD 2 , ( )ijaD 2  ‒ математичні очікування та дисперсії 

відповідних величин; 

jy , ni ,1=  ‒ наближений розв’язок рівняння (2.12), представленого у  

вигляді 

 

( ) bbyAA +=+ ,    (2.61) 

 

в якому A  та b  ‒ матриця та вектор похибок. 

Функція розподілу випадкової величини 
1лε  можна представити у вигляді: 

 

( ) ( ) ( ) 









−−
= 

=



,0;0

,0;
1

11

1

n

i

FF
F

лε
  (2.62) 

 

де ( )1
F  ‒ функція розподілу випадкової величини лε  з параметрами, що 
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визначаються виразами (2.59), (2.60). 

Функцію розподілу ( )
2л

F
ε

 випадкової величини 
2лε  при значних n  

можна вважати наближено нормальною з параметрами 

 


=


=

n

i
i

mm
1

0 ; 
=


=

n

i
i

DD
1

2
0 ,    (2.63) 

 

і такою, що можна представити у вигляді 

 

( ) ( ) ( ) 









−−
= 

=



.0;0

,0;
1

22

2

n

i

FF
F

лε
  (2.64) 

 

Для практичних розрахунків можна також рекомендувати наступний спосіб 

наближеного визначення функції розподілу лε . 

Запишемо (2.54) у вигляді 

 

лл + mεΕxA 0 ,    (2.65) 

 

де лΕ  ‒ діагональна матриця, відповідні елементи якої визначаються по (2.60);  

л
m  ‒ вектор, i -а компонента якого визначається у відповідності до (2.59); 

0ε  ‒ випадковий вектор, компоненти якого розподілені за нормальним  

законом з параметрами 0  та 1. 

Для x  з (2.65) маємо: 

 

( )
лл 

− + mεΕAx 0
1

.    (2.66) 
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Тоді функція розподілу 
1лε  запишеться як 

 

( )
( ) 







−
=

.0;0

,0;12
1

1 


 

n
F

F
лε

     (2.67) 

 

А функція розподілу 
2лε  визначиться наступним чином: 

 

( ) ( )


( ) n

n

i

i

G

n
dttdtF

n









−=  

=

−





1

1

22

2

1
exp...2

,

20
   (2.68) 

 

і за смислом є ймовірність того, що  ,0 nG . Множина ,nG  визначається 

нерівністю 
=

n

i

it
1

. 

Запропонований спосіб побудови апостеріорних оцінок законів розподілу 

неусувної похибки розв’язку СЛАР може бути легко розповсюджений на випадок 

аналізу повної похибки (тобто без обмеження лінійною теорією точності). Дійсно, 

з точного виразу для вектора нев’язок 

 

xAεxAAxbε −=−−= л     (2.69) 

 

випливає 

 

xAεε + л .     (2.70) 

 

Таким чином 

 

xAAεAεAx + −−− 111
л    (2.71) 
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звідки, якщо 11 −
AA  (ця умова більш слабка у порівнянні з умовами 

лінійної теорії) 

 

AA

εA
x

−




−

−

1

1

1

л
.     (2.72) 

 

Вираз (2.72) може використовуватися для побудови оцінки «знизу» функції 

розподілу величини x  з урахуванням тієї особливості, що внаслідок залежності 

випадкових величин A  та лε  і, за відсутності спільної функції розподілу їх, 

замість випадкової величини A  при обчисленнях слід обирати її практично 

максимальне значення. Іншими словами, будувати оцінку «знизу» функції 

розподілу величини x  слід за виразом 

 

ар
1

1

1 −




−

−

A

εA
x

л
.     (2.73) 

 

де ар  ‒ корінь рівняння 

 

  досPP =A ,     (2.74) 

 

а досP  ‒ ймовірність практично достовірної події. 

Очевидно, що побудова оцінки «знизу» функції розподілу x  на основі 

виразу (2.73) зводиться до збільшення масштабу незалежної змінної оцінки 

незалежної змінної оцінки функції розподілу x , отриманої в рамках лінійної 

теорії в ( )ар
1

р 11 −= −
A  раз. 
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2.4 Числове дослідження методу побудови оцінки «знизу» функцій 

розподілу неусувної похибки при розв’язуванні задач моделювання динамічних 

систем та управління ними 

 

Нехай ММ динамічної системи у матричній формі (у відповідності до 

виразу (2.12)) має вигляд: 

 



















=



















250,2

250,2

850,1

584,2

19,07,05,0

9,018,06,0

7,08,017,0

833,01116,11

x .   (2.75) 

 

Також відомо, що похибки завдання коефіцієнтів незалежно від величин останніх 

розподілено за нормальним законом з параметрами 0=m  та 310−=D  в інтервалі 

( )310− , що відповідає точності установки коефіцієнтів %3,0= . Для ММ (2.75) 

з урахуванням заданих параметрів m , D  та точності   обчислено відповідні 

норми: 7,3
2
=A ; 956,16

2

1 =−
A ; 934,8

2
=b  та величини: 016,0= ; 311,0=C . 

Необхідно віднайти оцінку «знизу» функції розподілення ( ) ( )
22

xx . 

Приймаємо для подальших розмірковувань закон розподілу композиції 4-х 

однобічних нормальних розподілів, а у відповідності до (2.52) отримуємо 

( )
( ) 3

1

4

0
2

2
1

1 102,10;
44,21

2,3
exp

2,12

1

2

−

























 −
−


=  d

D

D

D

A
F

A , 

де 
0039,01

1
1

−
=A . 
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Для 1x : 

 

( ) 3
1

4

0
2

2

2

2

221

1 1024,30;
1

44,21

2,3

exp
2,12

1

1

−




































































−

−


=  d

D

D

D

A
Fx

A

AA
. 

 

Аналогічно отримуємо для 2x : 

 

( )
( ) 3

2
3

0
22

2
1

2 1073,4100,1;
44,21

2,3
exp

2,12

1

2

−−










 −
−


=  d

CD

CD

D

A
Fx . 

 

На рис 2.2 наведено функцію розподілу (для нормального закону) ( )
нx

F  у 

відповідності до виразу 

 

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) +−+−=
21221221н xxxxxxxxx FCFFFCFFFCFF , 

 

яке враховує ймовірність потрапляння у два додаткових прямокутники з 

вершинами ( ) ,С , ( ) ,0 , ( ),0 , ( ),С , ( ) ,С , ( ) ,С , ( )0,С  , ( )0,С  , причому 

 

CC
3

2
= , =

3

2
, 

( )







+
+=

13

1
С , 

( )











+
= 

3

3
C . 

 

Точка 625,0г =C  на рис. 2.2 відповідає гарантованій оцінці (2.40). 
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Рисунок 2.2. ‒ Функція розподілу (для нормального закону) ( )
нx

F  

 

ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 2 

 

Визначено точність як один з основних якісних показників 

обчислювальних засобів (програмно-алгоритмічних та апаратних) при 

розв’язуванні ними прикладних задач. Показано можливість аналітичної 

формалізації процедури ранжирування (тобто розбиття на класи за точністю) 

похибок, що виникають на етапі числової реалізації ММ динамічних систем, 

представлених на основі апаратів диференціальних і інтегральних рівнянь в 

задачах моделювання та управління зазначених систем. Запропоновано алгоритм 

ранжирування первинних похибок за точністю, що дає змогу автоматизувати 

даний процес. 

Запропоновано процедуру методу ранжирування за похибками при 

реалізації ММ динамічних систем в задачах моделювання та управління ними. На 

відміну від застосування відомої теорії чутливості або проведення більш точних 

обчислень при розв’язуванні задачі (що потребує необхідності більш громіздких 
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розрахунків, які можна порівняти за обсягом обчислень з розв’язком поставленої 

задачі або, навіть такі, що перевищують цей обсяг), використання запропонованих 

аналітичних оцінок у вигляді нерівностей слід розглядати економічним (в смислі 

трудомісткості обчислень) та достатнім (за абсолютними значеннями) для 

подальшого аналізу та прийняття рішення щодо оцінки точності отриманого 

розв’язку. 

Ранжирування похибок відбувається у вигляді p -квартилів (тобто 

рівновеликих груп значень, впорядкованих від мінімального до максимального, та 

отриманих із ймовірністю p ) відповідних функцій розподілу 
i0ε  ( i  – номер 

квартилю), що дає можливість будувати оцінки границь довірливості для 

похибок. При ранжируванні похибок враховуються уведені коефіцієнти корекції: 

1 роду (що дають завищені оцінки та дозволяють побудувати оцінки зверху 

функції розподілу 
iii

Aεx 0 , де 
i

A  – матриця первинних похибок 

завдання ММ динамічної системи) та 2 роду (що визначає можливість 

потрапляння похибки всередину області   можливих значень елементів ε  – 

вектора нев’язок, зумовлених числовим розв’язуванням рівнянь, що утворюють 

ММ динамічної системи). 

Запропоновано оцінки «знизу» функцій розподілу неусувної похибки 

реалізації ММ динамічних об’єктів, представлених диференціальними та 

інтегральними рівняннями, в задачах моделювання та управління із 

застосуванням методу ранжирування за похибкою. Побудова даних оцінок 

ґрунтується на застосуванні гарантованих оцінок для абсолютних та відносних 

похибок, що виникають при числовій реалізації ММ динамічних систем, зокрема, 

запропоновано побудову апріорних та апостеріорних оцінок законів розподілу 

неусувної похибки. 

Коректність запропонованого методу ранжирування за точністю 

підтверджено числовим дослідженням щодо побудови оцінки «знизу» функцій 

розподілу неусувної похибки при розв’язуванні задач моделювання динамічних 

систем та управління ними. 
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3 МЕТОДИ КОНТРОЛЮ ДОСТОВІРНОСТІ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ 

РЕАЛІЗАЦІЇ МОДЕЛЕЙ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ В ПРОЦЕСАХ ЇХ 

МОДЕЛЮВАННЯ ТА УПРАВЛІННЯ 

 

Характерною рисою сучасних систем управління є широке використання 

різноманітних типів обчислювальних систем, що реалізують методи і алгоритми 

моделювання та управління. Тому якість функціонування систем моделювання та 

управління багато в чому визначається характеристиками обчислювальних 

засобів, що використовуються. Проблема забезпечення якості функціонування, 

зокрема, управляючих систем з обчислювальною машиною в контурі управління є 

дуже складною як з технічної, так і математичної точок зору. При вирішенні цієї 

проблеми практика висунула на одне з перших місць науковий напрямок, 

пов’язаний із розробкою методів та засобів, що забезпечують надійність процесів 

обчислень та обробки інформації [97], [247]‒[249]. 

У реальних системах моделювання чи управління процеси обчислень 

неминуче супроводжуються різного роду завадами та похибками. Так, у разі 

числового аналізу рівнянь (або інших математичних залежностей) динаміки (що 

утворюють ММ динамічної системи) на цифровій машині, похибки розв’язування 

цих рівнянь (або інших залежностей), крім усього, можуть бути спричинені 

збоями та відмовами в роботі апаратури. 

При цьому під збоями розуміються [250] спотворення оброблюваної та 

управляючої інформації під впливом первинних причин, що самоусуваються 

(неправильне спрацьовування двійкових елементів апаратури, завади, коливання 

напруги джерел живлення тощо). Причому більшість збоїв мають випадковий 

характер. Тому потрібен дієвий поточний контроль, що дозволяє виявити та 

усунути похибку до її поширення в контурі управління, що зумовлює 

оперативність як одну з основних характеристик засобів контролю похибок. 

Нині використовуються як програмні і апаратурні методи контролю 

процесів моделювання (чи управління), так і різноманітні їх поєднання 

[251]‒[253]. Програмні методи контролю, своєю чергою, можна поділити на 
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тестові та програмно-логічні [254]‒[256]. Тестовий контроль призначено для 

перевірки відмов обладнання або програмного забезпечення [257]‒[261] у момент, 

коли не розв’язується робоча задача на обчислювально-управляючому пристрої 

або допускається подача тестових сигналів у ході розв’язування задачі. 

В цьому випадку необхідно контролювати обчислювальний процес у 

робочому режимі функціонування системи моделювання або управління. І 

основним об’єктом контролю є збої обладнання. Більш раціональним вважаються 

програмно-логічні методи контролю, що дозволяють здійснювати контроль у 

процесі розв’язування задачі. Досить повний огляд існуючих методів програмно-

логічного контролю (ПЛК) наведено у низці робіт [262]‒[265]. Головним 

обмеженням застосування існуючих методів контролю числового розв’язування, 

зокрема, складних нелінійних диференціальних рівнянь (як основного 

математичного апарату, що описує динамічну поведінку систем) у системах 

моделювання та управління є час, що відводиться на проведення контролю. 

Нижче, на прикладі диференціальних рівнянь, запропоновано методи контролю 

похибок [19], [20], [22]‒[24], [27], [32]‒[34], [36], викликаних збоями при 

числовому розв’язуванні цих рівнянь (у термінах теорії управління – рівнянь 

динаміки) в часі, тобто, у темпі з реалізацією управляючого впливу в контурі 

управління. При цьому, диференціальні рівняння обрано для подальшого 

розмірковування у зв’язку з тим, що саме вони переважно використовуються в 

якості ММ при синтезі управління динамічними системами. 

 

3.1 Визначення можливостей контролю алгоритмів числового 

розв’язування задач обчислювальної реалізації моделей динамічних систем 

 

Числові методи розв’язання рівнянь динаміки (або інших математичних 

співвідношень, що утворюють ММ динамічних систем) є процедурою 

покрокового отримання шуканої функції. При цьому обчислювальний процес 

природно розбивається на відносно постійні за часом частини, які відповідають 

визначенню шуканої функції на певному кроці інтегрування. Крім того 
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обчислювальний процес розбивається всередині кроку інтегрування також на 

відносно постійні за часом частини, які відповідають визначенню значень правої 

частини системи рівнянь, що розв’язується (на прикладі ММ у вигляді 

диференційного рівняння) 

 

( )t,,UYfY = ,  ( ) 00 YY =t ,     (3.1) 

 

де ( )T21 ...,,, nyyy=Y  ‒ вектор змінних стану; 

( )T21 ...,,, muuu=U  ‒ вектор сигналів управління; 

( )T21 ...,,, nfff=f  ‒ вектор-функція; 

t  ‒ незалежний параметр часу. 

Розглянемо можливості процедур числового розв’язку (3.1) щодо 

організації контролю (самоконтролю) процесів обчислень. Для організації 

контролю (самоконтролю) потрібно мати еталонні величини, з якими 

порівнюються результати обчислень. В якості еталонних величин можуть 

використовуватися проконтрольовані результати попередніх обчислень або 

результати, при отриманні яких ймовірність збою мала. 

Для будь-яких методів числового розв’язування рівнянь динаміки виду (3.1) 

контроль збоїв можна організувати шляхом порівняння результатів, отриманих на 

поточному та наступному кроках інтегрування, відповідно. Наявність чи 

відсутність збоїв визначається перевіркою умови 

 

( ) Dyy ii = +1, ,     (3.2) 

 

де   ‒ міра близькості значень iy  та 1+iy ; 

D  ‒ область допустимих значень цієї міри. 

Розміри області D  залежать від зміни рішення від кроку до кроку та 

визначають точність контролю. Якщо межі області D  відповідають максимально 
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можливій різниці значень iy  та 1+iy , на всьому кроці інтегрування за відсутності 

збоїв, то похибка, яка може бути пропущена при контролі, дорівнює подвоєному 

значенню розмірів області D , що випливає з (3.2), оскільки в останній необхідно 

замінити значення 1+iy  на iy . При цьому точність контролю може виявитися 

незадовільною. 

Для контролю похибок, викликаних збоями та відмовами, можуть 

використовуватися методи контролю методичної похибки числового розв’язку на 

етапі інтегрування або особливості побудови обчислювальних алгоритмів. 

У методах прогнозу та корекції [94]‒[97], [99], [148], [151], [162], [187], 

[266]‒[269] по різниці cf yy −=  між прогнозованим fy  і скорегованим cy  

значеннями шуканої функції можна робити висновки про наявності збою у роботі 

апаратури. Однак, існуючий взаємозв’язок між значеннями fy  та cy  знімає 

достовірність контролю. 

Покажемо це на прикладі вдосконаленого методу Ейлера-Коші [270], [271]. 

Нехай прогноз здійснюється за формулою: 

 

iii fhyy +=+1 ,      (3.3) 

 

де h  ‒ крок інтегрування; 

( )ii tff ,,UY= , а корекція здійснюється у відповідності до виразу 

 

( )11

~

2
++ ++= iiii ff

h
yy ,     (3.4) 

 

де ( )11 ,,
~~

++ = ii tff UY . 

Як видно з (3.3) і (3.4), на одному кроці інтегрування двічі обчислюється 

функція ( )itf ,,UY  у точках it  та 1+it . Оскільки цей процес, як правило, займає 
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основний обсяг обчислювальної роботи, припустимо, що збій стався в момент 

обчислення ( )itf ,,UY  і значення функції if  отримано з похибкою if . 

Тоді значення функції, яке може бути отримане у відповідності до формули 

(3.3), буде 

 

( ) iiiiiii fhfhyffhyy ++=++=+1
~ .    (3.5) 

 

Тут величина ii fhy = +1  – похибка в значенні прогнозу. 

Розкладемо функцію 1

~
+if  в ряд Тейлора по y  і, при цьому, обмежимося 

двома першими членами 

 

h
t

f
hf

y

f
ff i

i
i

ii



+




+=+1

~
. 

 

Підставимо в останній вираз для 1

~
+if  значення функції if  з похибкою, в 

результаті чого отримаємо 

 

( ) h
t

f
ffh

y

f
ff i

ii
i

ii



++




+=+1

~
. 

 

Обчислимо значення функції 1+iy  у відповідності до формули (3.4) 

 

( ) ( ) 











++




++++=+ h

t

f
ffh

y

f
fff

h
yy i

iii
i

iiiii
2

1 . (3.6) 

 

Різниця між прогнозованим (3.5) та скорегованим (3.6) значеннями буде  
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дорівнювати 

 













+




−












−=−= ++

t

f
f

y

f
hh

y

f
f

h
yy i

i
ii

iii 1
2

~
11  

 

звідки видно, що величина   залежить від величини похідних yf i   та tf i  . 

Наявність значної похибки у скоригованому значенні ii fhy = +1  може бути 

«непоміченим», якщо величини цих похідних малі. Наявність множника 2h  при 

малих h  знижує «чутливість» величини   до похибок, які викликані збоями при 

обчисленні if . 

Відомі методи прогнозу та корекції (описані, наприклад, в [266]‒[269]) 

можна перетворити (модифікувати) в ітераційну процедуру, де число ітерацій 

визначається точністю співпадіння двох послідовних наближень. При похибці, 

яку викликано збоєм, число ітерацій може різко зрости, крім того, що більш 

суттєво, процес може збігатися в точці, яка не має нічого спільного із шуканим 

розв’язком. 

На відміну від модифікованих методів прогнозу та корекції запропонуємо 

метод зі зростаючою точністю обчислень, сутність якого буде полягати у 

послідовному отриманні значення функції на кроці інтегрування з порядком 

точності локальної похибки, що збільшується (суть ‒ похибки на кроці 

інтегрування). Очевидно, що для довільного порядку точності r , можна записати: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1111 ,,,,
2

++++ ++= iiiii
r
i

r
i

r
i tuyftuyf

h
yy ,    (3.7) 

 

( ) ( ) ( )( )ii
r
i

r
i

r
i tuyfhyy ,,1
1 +=−
+ ,     (3.8) 

 

де верхній індекс вказує на порядок локальної похибки наближеного значення. 
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Порівнюючи значення ( )1
1
−

+
r
iy  та ( )r

iy 1+  між собою можна зробити висновок 

щодо локальної похибки розв’язку. Цей самий прийом можна застосувати і для 

виявлення похибок від збоїв. Таким чином, якщо на попередньому кроці не було 

збою, то похибка при визначенні ( )1
1
−

+
r
iy  може відбутися тільки за умови реалізації 

виразу (3.8). 

Інакше кажучи, на кожному кроці інтегрування маємо еталонне значення 

( )1
1
−

+
r
iy , достовірність якого визначається ймовірністю збою при обчисленнях за 

формулою (3.8). І в цьому випадку величина 
( ) ( )r

i
r
i yy 1

1
1 +
−

+ −=  визначається 

різницею залишкових членів і є малою величиною порядку ( )2hO . Якщо при 

визначенні ( )1
1
−

+
r
iy  відбувся збій та отримано значення з похибкою, то при 

визначенні ( )r
iy 1+  буде використано значення похідної 

( )

y

tuyyf i



+ +1,,
, що може, 

в загальному випадку, знизити достовірність контролю, заснованого на порівнянні 

( )r
iy 1+  з ( )1

1
−

+
r
iy . 

Враховуючи обсяг обчислень, а, відповідно, і ймовірність збою, для 

процедури (3.7), (3.8) менше, ніж для інших однокрокових методів того ж порядку 

точності відносно кроку h , а також той факт, що ймовірність збою при 

обчисленні 
( )1
1
−

+
r
iy  значно менша за ймовірність збою при обчисленні функції 

( )tuyf ,, , коли остання має складний вигляд, слід признати доцільною (з точки 

зору контролю збоїв) організацію процесу контролю з використанням метод зі 

зростаючою точністю обчислень другого порядку, тобто: ( ) 21 =−r . 

Сформулюємо вимоги, яким повинен відповідати алгоритм, що реалізує 

метод зі зростаючою точністю обчислень, і який забезпечує зручність організації 

контролю та корекції розв’язку при збоях [33], [34]. Зазначимо, що контроль слід 

проводити шляхом порівняння значень функції, отриманих з різною точністю у 

точці (вузлі) інтегрування 1+it . При цьому перше значення має бути отримано без 

похибок, оскільки воно є еталонним. Після порівняння наступного значенням 
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функції ( )tuyf ,,  в точці 1+it , яке підвищується за ступенем точності, з еталонним 

(тобто з початковим, яке, як зазначено, отримано без похибки), воно само стає 

еталонним. Далі процедура повторюється. 

Очевидно, що описаний процес легко організувати, наприклад, в методі 

другого порядку точності ( ( ) 21 =−r ) з використанням виразів (3.7), (3.8). В 

даному випадку, при обчисленні ( )2
1+iy  не обчислюється функція ( )tuyf ,, , а 

використовується значення ( )( )11
2
1 ,, +++ iii tuyf , отримане на попередньому кроці 

інтегрування, що значно зменшує ймовірність появи збою при обчисленні 

значення ( )2
1+iy . 

Алгоритм, що реалізує метод зі зростаючою точністю обчислень повинен 

відповідати наступним вимогам: 

1) Процес обчислень на кроці інтегрування повинен починатися з 

визначення функції f  в точці 1+it . При цьому не обчислюється функція 

( )1,, +ituyf , а використовується значення функції f , отримане та 

проконтрольоване при обчисленні найбільш точного значення розв’язку системи 

(3.1) на попередньому кроці інтегрування. Розрахункова формула для отримання 

першого наближеного значення ( )hty i +  з локальною похибкою ( )2hO  має вигляд 

 

( ) ( ) ( )( )ii
r
i

r
ii tuyfhyy ,,12

1
−

+ += , 

 

де r  ‒ порядок локальної похибки наближеного значення розв’язку; 

( )( )ii
r
i tuyf ,,1−  ‒ оцінка похідної , яку використано при визначенні 

( )r
iy . 

Якщо знехтувати умовою однокроковості, та залучати інформацію щодо 

задачі, яка розв’язується, на відрізку більшим, ніж крок інтегрування h , можна 

збільшити порядок точності першого наближеного значення функції ( )hty i + . 

При побудові багатокрокової процедури для отримання першого наближення 
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функції в точці 1+it  можна застосувати оцінки похідної отриманої 

( )

y

tuyyf i



+ +1,,
, отриманої всередині кроку  ii tt ,1− . 

 

Правильність обчислень за (3.7) здійснюється шляхом перевірки умови 

 

D  ,      (3.9) 

 

де ( ) ( )( )3
1

2
1 , ++= ii yy  ‒ міра точності обчислень; 

D  ‒ допустима область значень цієї міри. 

В разі невиконання умови (3.9) корекція хибного розв’язку відбувається 

перерахунком значень ( )3
1+iy , або заміною ( )3

1+iy  на ( )2
1+iy . В останньому випадку буде 

внесено похибку, що визначається різницею залишкових членів у відповідних 

формулах і є малою величиною порядку ( )2hO . При цьому час корекції буде 

випадковою величиною з математичним очікуванням 

 

  ( )
=

−+=
H

m

mHmm
H qpCttTM

0

оп.кнабкор , 

 

де набt  ‒ час обчислення чергового наближення функції ( )ty  в точці 1+it ; 

оп.кt  ‒ час, який займає операція контролю; 

kNH =  ( k  ‒ число розбиттів щодо отримання розв’язку із зростаючою  

точністю, N  ‒ число кроків інтегрування); 

p  ‒ ймовірність збою при обчисленні чергового наближення; pq −=1 . 

Математичне очікування загального часу розв’язування за N  кроків 

обчислень складає 

 

  ( )  короп.кнаб TMttHTM ++= .    (3.10) 
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Якщо корекція здійснюється заміною хибного значення ( )r
iy 1+  на найближче 

 

 

за точністю значення цієї функції у точці 1+it , то у розв’язок буде внесено похибку 

 

( ) ( ) ( ) ( )l
i

l
i

l
i

l
i yy 1

1
11

1
1 +

+
++

+
+ −=−= , 

 

де ( )l
iy 1+  та ( )1

1
+
+
l
iy  ‒ послідовні наближення функції ( )ty  відповідно з порядками 

локальної похибки l  та ( )1+l ; 

( )l
i 1+  та ( )1

1
+
+ l
i  ‒ малі величини відповідно з порядками малості lh  та 1+lh . 

2) Число розбиттів k  (тобто число значень ( )r
iy 1+ , які отримано зі 

зростаючою точністю на відрізку  1, +ii tt ) можна обрати, мінімізуючи (3.10) при 

обмеженнях на величину ( ) ( )( )l
i

l
i yy 1

1
1 +
+
+ −= , або навпаки, мінімізуючи   при 

обмеженні на  TM . Одначе, практично оп.кнаб tt  , а тому доцільно при синтезі 

алгоритму методу зі зростаючою точністю обирати максимальне число розбиттів 

k , яке можливе для методу обраного порядку точності r . 

Оцінимо головний член похибки, застосовуючи для цього правило Рунге 

[18], [94], [187], [272], [273]. В даному випадку використання даного правила 

зводиться до наступного. Для деякої точки t  відрізка  Ntt ,0  методом k -го 

порядку точності послідовно можна отримати наближені значення функції 
1h

y  та 

2h
y  на кроках 21 hh  , відповідно. Визначимо величину: 

 

( )
kk

hh

hh

yy
t

12

21

−

−
= . 
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Тоді, з урахуванням величини головного члена похибки для кожного із значень  

1hh =  та 2hh =  

 

kk

hhk

hh

yy
h

12

11
21

−

−
=  та 

kk

hhk

hh

yy
h

12

22
21

−

−
= , 

 

можна зробити висновок щодо точності обчислень. 

При рівномірному кроці розбиття відрізка  Ntt ,0 , тобто, якщо hh =1 , а 

hh 22 = , вираз для головного члена похибки набуде наступного вигляду: 

 

12

2

−

−
−=

k

hh
h

yy
yy . 

 

В залежності від обчисленої величини  , для отримання заданої точності, 

крок h  слід або зменшувати, або збільшувати (хоча в останньому випадку 

досягнута розрахункова точність і буде переважати задану, одначе може значно 

зрости час обчислень, а також може погіршитися збіжність розв’язку). 

Похибка, викликана збоєм та така, що перевищує допустиме значення 

оцінки головного члена похибки доп , буде виявлена та усунута шляхом 

перерахунку із зменшенням кроку h . Правило Рунге [25] потребує додаткових 

обчислень, що значно збільшує витрати часу та ймовірність похибок першого 

роду (інакше –  -похибок, тобто робиться помилково-узгоджуючий висновок про 

те, що відкидається вірна гіпотеза), а тому застосування даного правила в 

системах управління проблематично (або, навіть, неприпустимо). Слід також 

зазначити, що застосування при обчисленнях змінного кроку, тобто consth , в 

управляючих системах ускладнюється також наявністю сигналів управління, які 

необхідно при зміні кроку h  або попередньо запам’ятати, або використовувати 

інтерполяційні формули, що вносить додаткову похибку у розв’язок. 
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Тому, при оцінці похибок обчислень для систем управління, покажемо 

можливість застосовування квадратурних формул. Використаємо віднайдені за 

основним алгоритмом значення iy , Ni ,1=  із застосуванням наступної 

квадратурної формули 

 

( ) ( )+=
Nt

t

i dttuyfyty

0

,,**
0 , 

 

де *y  ‒ точне значення функції, і тоді можна отримати 

 

( )
=

+=
N

i

iiiiN tuyfAyy
0

*
0 ,, ,    (3.11) 

 

де iA  ‒ постійні коефіцієнти. 

Висновок щодо наявності похибки робиться шляхом перевірки умови: 

 

доп−= NN yy , 

 

де доп  ‒ допустиме значення величини похибки  . 

Слід мати на увазі, що застосування виразу (3.11) при досить великому 

значенні N  може, в свою чергу, призвести до чималого значення доп , і, тим 

самим, збільшити ймовірність похибок другого роду (інакше ‒  -похибок, тобто 

робиться помилково-неузгоджуючий висновок про те, що приймається невірна 

гіпотеза). 

Останнє випливає з посилання про те, якщо при збої значення Ny  отримано 

з похибкою, то з похибкою буде отримано і значення Ny . Тобто будуть 

порівнюватися дві спотворені збоєм величини, які мають зв’язок через похідні. А 

цей факт може призвести до зниження якості контролю. 
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Аналітичне дослідження (Додаток Б) запропонованого методу контролю зі 

зростаючою точністю обчислень показує, що можливо організувати контроль 

шляхом розв’язування рівнянь динаміки з метою виявлення похибок, які 

спричинені збоями та відмовами в роботі засобів ОТ. При цьому основною 

перевагою запропонованого методу є простота алгоритму та незначний обсяг 

обчислень. Одначе достовірність точного контролю може виявитися 

незадовільною через взаємовплив величин, на підставі порівняння яких робиться 

висновок щодо наявності похибок в процесі обчислень. 

Нижче запропонуємо методи алгоритмічного контролю [27], які може бути 

застосовано для контролю процесу обчислень при будь-яких методах числового 

розв’язування рівнянь динаміки. До того ж будемо розглядати контроль, 

заснований на застосуванні додаткового (перевірочного) алгоритму на кожному 

кроці числового розв’язування рівняння динаміки. 

 

3.2 Екстраполяційний метод контролю 

 

В низці прикладних задач, зокрема при оцінці достовірності отриманого 

розв’язку, домінуюче значення мають час прогнозу (тобто швидкодія у його 

отриманні) та простота задіяних обчислювальних процедур. Зокрема, такі вимоги 

можуть виникати при розв’язуванні задач управління швидкоплинними 

динамічними процесами (об’єктами), особливо в умовах багатоваріантної 

постановки (до таких задач може бути віднесено: оптимізаційні задачі з 

ітераційними процедурами пошуку оптимального закону управління; задачі 

диспетчерського управління у нештатних та аварійних ситуаціях, коли 

відшукується найкращий за певним критерієм розв’язок з можливих 

альтернативних; задачі, які розв’язуються у «прискореному» масштабі часу, коли 

відшукуються закони програмного управління, за умови відсутності можливості 

організувати замкнуті системи управління , тощо). В таких випадках, в якості 

контрольного (перевірочного) алгоритму, слід використовувати спрощений 
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алгоритм розв’язування задачі оцінки достовірності отриманого розв’язку 

вихідної задачі моделювання або управління. 

При цьому може розроблятися як спеціальний контрольний алгоритм, так і 

застосовуватися більш простий (але і менш точний) метод обчислень. Останнє не 

обов’язково буде впливати на якість оцінки, оскільки вихідні дані, зазвичай, 

являють собою результати вимірювань, які, в свою чергу. також отримано з 

певною похибкою вимірювань (яка складається з методичної та апаратурної 

складових). 

Запропонуємо спрощений метод контролю [27], проблему побудови якого 

сформулюємо наступним чином: для певного класу задач Q  отримати процедуру 

та алгоритм розв’язування kA , результат виконання яких Y , у застосуванні до 

розв’язування задачі Qq  співпадає з точністю до   з результатом, отриманим 

по основному алгоритму bA . При цьому витрати часу та обчислювальні витрати 

(зокрема, машинної пам’яті) на реалізацію алгоритму kA  мають перебувати у 

заданих межах. 

При обчисленні по основному алгоритму bA  для класу задач Q  

моделювання динаміки (або управління) динамічними об’єктами більша частина 

часу витрачається на обчислення правої частини системи (3.1). Час обчислення за 

алгоритмом kA  можна значно скоротити у порівнянні з алгоритмом bA , якщо в 

ньому використовувати значення функції ( )tf ,,UY , отримані по алгоритму bA . 

Оскільки обчислювальний процес за алгоритмом bA  також наражається на збої, 

то відмова від обчислювання функції ( )tf ,,UY  значно зменшить ймовірність 

похибок першого роду –  -похибок. В даному випадку можна досягнути 

підвищення достовірності контролю на кроці обчислювального процесу, який 

контролюється, якщо у контрольній процедурі (контрольному алгоритмі) 

використовувати інформацію, яку вже проконтрольовано на попередніх кроках, 

тобто використати для контролю ідею екстраполяції. Тоді контроль кожної 

компоненти векторного рівняння (3.1) за допомогою екстраполяційного методу 
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може здійснюватися окремо, тому побудова контрольної процедури методу (і 

відповідного алгоритму) будемо розглядати для певної компоненти y  вектора Y  

і, при цьому, не втрачати загальності викладення. 

Враховуючи сказане вище, контрольне значення функції на ( )1+i -му кроці 

інтегрування, який контролюється, може визначатися за формулою 

 

( )
=

−

=

−+ +=
11

10

11 ,,
s

s

sis

p

p

ppi tfbhyay UY ,   (3.12) 

 

де ii tth −= +1  ‒ крок інтегрування; 

pa , sb  –‒ коефіцієнти. 

У (3.12) використовуються тільки значення функції та її похідних, які 

проконтрольовано на попередніх кроках інтегрування. Верхні межі сум 1p  та 1s  

обираються з умови потрібного порядку точності алгоритму, який контролюється. 

Коефіцієнти pa , sb  доцільно обирати, виходячи з умови мінімальної локальної 

похибки (тобто рівності нулю залишкового члена 0=ir  між точним розв’язком та 

числовим розв’язком (3.12)). 

Відомо, що у багатьох методах (і відповідних їм алгоритмах) розв’язку 

рівнянь динаміки (насамперед це стосується випадків, коли динамічні процеси 

описуються диференціальними рівняннями) визначаються оцінки складових 

результату для поточних кроків числового розв’язку (у зазначених випадках 

диференціальних рівнянь – це похідних між вузлами інтегрування). Оскільки ці 

оцінки дають проконтрольовану на попередньому кроці інформацію щодо 

поведінки розв’язку в точці, яку розташовано ближче до контрольованого 

значення функції, ніж значення ( )sitUf −,,Y  в (3.12) при 11 =s , то при 

екстраполяції доцільно врахувати цю інформацію. Якщо при екстраполяції 

враховувати одну оцінку вказаних складових розв’язку (наприклад, похідної для 

диференціальних рівнянь динаміки), отриману за основним алгоритмом, то у  
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виразі (3.12) додасться один доданок: 

 

( ) ( )







++= 

=

+−

=

−+

11

1

0

0

11 ,,,,
s

s

lisis

p

p

ppi tUfbtUfbhyay YY , (3.13) 

 

де ( )litUf +,,Y  ‒ оцінка складової (наприклад, похідної), 0b  ‒ коефіцієнт. 

Очевидно, що у загальному випадку, для екстраполяції може бути 

врахована будь-яка інформація щодо розв’язку, отримана за основним 

алгоритмом bA , та проконтрольована на попередніх кроках числової процедури. 

Так, в числовій процедурі методу «прогноз-корекція» слід зробити оцінку 

складових розв’язку в точці 1+it , яка може бути використана при побудові 

перевірочної формули для контролю розв’язку на наступних кроках. 

В такому разі перевірочна (контрольна) формула буде мати вигляд: 

 

( ) ( )







++= 

=

−

=

−+

11

1

0

0

11 ,,
~

,,
s

s

isis

p

p

ppi tUfbtUfbhyay YY .  (3.14) 

 

Значення ( )itUf ,,
~
Y , яке використовується у контрольній формулі, являє 

собою оцінку складової розв’язку на поточному кроці числової процедури, 

отриману за основним алгоритмом bA  на попередньому кроці. Якщо в методі 

«прогноз-корекція» застосовується ітераційний процес, то в контрольній формулі 

використовується оцінка похідної, отримана на останній ітерації для 

попереднього кроку. 

Розглянемо отримання коефіцієнтів pa  та sb  для контрольної формули 

(3.13). Оскільки контрольна формула (3.13) являє собою по суті багатокроковий 

екстраполяційний метод розв’язування крайової задачі, то точний розв’язок 
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( )tyy =  за умови, що на попередніх кроках обчислень отримано також «точний» 

розв’язок, буде визначатися наступним чином: 

 

( ) ( ) ( ) ++=  
= =

−−−−+

1 1

0 1

1 ,,
p

p

s

s

sisisispipi tutYfbhtyaty  

( )  ililili rtutYfhb ++ −−− ,,0 ,    (3.15) 

 

де ir  ‒ залишковий член. 

Вибором коефіцієнтів pa , 1,0 pp =  та 0b ; sb , 1,1 ss =  слід досягнути 

малості величини ir , причому, для простоти вибору можна припустити, що 0→ir  

(або, навіть 0ir , якщо розв’язок ( )tyy =  може являти собою алгебраїчний 

багаточлен високого ступеня). Тоді, задавшись початковими значеннями  0a , 0b , 

 

1b , визначає перше наближення для формули (3.15) та перевіряється умова 

 

( ) ( )
01 →+ +=

ir
ii rtyty      (3.16) 

 

і, якщо (3.16) не виконується, тоді послідовним перебором значень коефіцієнтів 

pa , 1,1 pp =  та sb , 1,2 ss =  досягається зазначена вище умова (для спрощення 

перебору спочатку варіюється коефіцієнт pa , тобто 
1,1

var
pppa =

= , const=sb , а, в 

разі невиконання (3.15), здійснюється подальший перебір при значеннях 

const
1
=pa , 

1,2
var

sssb =
= . В результаті обираються ті значення pa  та sb , які 

забезпечують найменшу величину ir ). 

Якщо розв’язок рівняння (3.1) являє собою багаточлен степеня q , то для 

отримання «точного» розв’язку за допомогою виразу (3.15) необхідно підібрати 
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коефіцієнти pa , 1,0 pp =  та 0b ; sb , 1,1 ss =  так, щоб 0ir , коли ( ) qttty ...,,,1= .  

 

З цією метою необхідно розв’язати систему алгебраїчних рівнянь: 
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i lhtbshtbhphtaht , 

qm ,0= .      (3.17) 

 

Умову ls =  уведено для того, щоб при ls =  двічі не повторювався один і 

той же доданок. 

Після перенесення початку відліку у точку it  та ділення обох частин (3.17) 

на mh , отримуємо: 

 

( ) ( ) ( )
















+−+−= 
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1

1

0

1

0

1
s

ls

s

mm

s

p

p

m

p lbsbmpa ,  qm ,0= . (3.18) 

 

Величина l  за умови (3.15) змінюється для різноманітних числових методів 

на відрізку 10  l  в залежності від того, яка оцінка складових розв’язку (3.1), 

отримана по основному алгоритму 0A , може використовуватися у контрольному 

алгоритмі kA . Якщо в якості алгоритму 0A  взято, наприклад, екстраполяційний 

метод Адамса, то 0=l  і вираз (3.18) переходить у (3.15). 

В якості прикладу наведемо контрольну формулу, орієнтовану на контроль 

результатів, отриманих за алгоритмом (3.14), якщо дискретизація вузлових точок 

виконується за виразом htt ii +=+1 , де 32= : 
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+−+ += 11 iii yhyy .     (3.19) 

 

Для матричного рівняння (3.1) n -го порядку формула (3.13) набуває 

вигляду: 

 

( ) ( )







++= 

=

+−

=

−+

11

1

0,,

0

1,,1 ,,,,
s

s

lijjsijsj

p

p

pjpji tUfbtUfbhyay YY ,  nj ,1= . 

 

В дисертаційній роботі проведено числовий експеримент щодо визначення 

якісних характеристик запропонованого екстраполяційного методу контролю. 

Для прикладної задачі дослідження динаміки польоту літака на рис. 3.1 та 

рис. 3.2 відповідно показано залежність математичного очікування та середнього 

квадратичного відхилення величини 

 


=

−
=

n

j

t

j

ijij

y

yy

1

,,

max
,  6,1=j  

 

від кроку h  при числовому розв’язуванні рівняння (3.1). Криві на рисунках 

отримано при використанні для контролю виразу (3.19) з різними значеннями 

параметру  . 

 

3.3 Інтерполяційний метод контролю 

 

При використанні для контролю екстраполяційного методу контролю є 

можливість виконувати корекцію розв’язку при похибках не повторними 

обчисленнями, а заміною 1+iy  на 1+iy , що є суттєвим при моделюванні та 

управлінні в реальному (або прискореному) масштабі часу. Одначе точність 

контролю в даному випадку залежить від точності екстраполяції розв’язку за 

допомогою формули (3.13) і може виявитися незадовільною. 
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Рисунок 3.1. ‒ Залежність математичного очікування  M  
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Рисунок 3.2. ‒ Залежність середнього квадратичного відхилення    

 величини   від кроку h  
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З цієї причини, з точки зору підвищення точності контролю, більшу 

перевагу, у порівнянні з екстраполяційним методом, слід вважати метод, 

заснований на ідеї інтерполяції [27]. Зазначимо, що в інтерполяційних формулах 

контролю, на відміну від екстраполяційних, враховується зміна розв’язку на кроці 

обчислень, який контролюється, що веде до зменшення різниці між величинами y  

та y , які є результатом застосування алгоритмів 0A  та kA , відповідно. 

Підвищення точності інтерполяції можна отримати, залучаючи результати 

обчислень за основним алгоритмом bA  до кроку обчислень, який контролюється. 

Для підвищення чутливості контролю над похибками, які викликаються збоями, слід 

за допомогою контрольної інтерполяційної формули визначати значення функції, 

отримане на кроці обчислень, яке найближче до кроку обчислень, що контролюється. 

З урахуванням наведеного вище, запропонуємо контрольну багатокрокову 

інтерполяційну формулу, за допомогою якої можна здійснювати контроль 

процесу обчислень на ( )1+i -му кроці: 

 

( ) 
−= −=

−− +=
1 1

1 1

,,
p

p

s

s

sispipi tfbhyay UY ,   (3.20) 

 

де pa  та sb  ‒ дійсні коефіцієнти; 

0p  (це вироджений випадок, при якому 10 =a , а всі інші коефіцієнти 

дорівнюють нулю, причому виконується тотожність ii yy  ). 

Як і у випадку екстраполяційної формули (3.13) в (3.20) верхні границі 

підсумовування необхідно обирати у залежності від необхідного порядку точності 

контролю, а коефіцієнти pa  та sb  – з умови точності представлення поліномів 

відповідного ступеня. 

Таким чином, вираз (3.20) визначає процедуру інтерполяційного методу 

контролю обчислень [27]. 
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Принципова відмінність інтерполяційного виразу (3.20) від 

екстраполяційного виразу (3.13) як контрольних алгоритмів полягає в 

наступному. У разі екстраполяційних формул безпосередньо контрольованою 

величиною є значення функції, отримане за основним алгоритмом bA  на 

контрольованому кроці обчислень, а контрольне значення є результатом 

застосування виразу (3.13). У разі інтерполяційних формул контролю величина iy  

обчислюється за виразом (3.20), а еталонним є значення функції, отримане за 

основним алгоритмом bA  на попередньому ( )pi − -ому кроці обчислення, тобто 

здійснюється по суті непрямий контроль. Похибка обчислення значення 1+iy  за 

основним алгоритмом bA  трансформується у похибку iy  визначення iy  за 

формулою (3.20). Відхилення у iy  в цьому випадку, в рамках лінійної теорії 

точності, буде визначатися як 

 

= Lyi , 

 

де 1+= ii yyL . 

У застосуванні до виразу (3.20) L  визначається за формулою 
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tf
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де *a  та *b  ‒ коефіцієнти, при 1+iy  в (3.20). 

На рис. 3.3 та рис. 3.4 показано залежності математичного очікування та 

середнього квадратичного відхилення величини 
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від кроку дискретності h  у рівнянні (3.1), що для прикладу, як і у розділі 3.2, 

описує динаміку польоту літака. Криві 1 і 2 отримано при використанні 

відповідно інтерполяційних формул 1-го і 2-го порядків на ( )1+i -ому кроці 

обчислень за основним алгоритмом bA : 

 

11 ++ −= iii yhyy  , 

 

( ) iiii yyhyy  +−= ++ 11 5,0 . 

 

Для порівняння наведено криву 3, відповідну застосуванню для контролю 

екстраполяційної формули 

 

( )211 25,125,2 −−+ −+= iiii yyhyy  . 

 

Можна бачити, що зі збільшенням кроку дискретності h  точність 

інтерполяційного методу контролю, порівняно з екстраполяційним методом, 

збільшується. 

Інтерполяційний метод контролю дозволяє підвищити точність одержання 

еталонних величин. Однак, у випадку організації контролю обчислювального 

процесу слід мати на увазі, що при використанні інтерполяційного методу 

контролю можливість заміни хибного значення, отриманого за основним 

алгоритмом bA , на значення, отримане за контрольним алгоритмом kA  (що 

можливо за екстраполяційним методом), відсутня. 
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Рисунок 3.3. ‒ Залежність математичного очікування  M  

величини   від кроку h  
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Рисунок 3.4. ‒ Залежність середнього квадратичного відхилення     

 величини   від кроку h  
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3.4 Адаптивний метод контролю 

 

Коефіцієнти контрольних алгоритмів виду (3.13) та (3.20) визначаються з 

умови отримання точного результату за контрольним алгоритмом kA  для 

розв’язку ( )ty j ,  nj ,1= , який являє собою багаточлен якомога більшого ступеня. 

Такий вибір коефіцієнтів pa  та sb  дозволяє отримати заданий порядок похибки 

контролю при відносно невеликому обсязі обчислень за контрольним алгоритмом 

kA  в процесі підрахунку. Фактично точність контролю, що визначається 

залишком ряду Тейлора для контрольних формул, коливається від кроку до кроку, 

залежно від гладкості розв’язку ( )ty j , nj ,1= . 

Запропонуємо метод організації контролю розв’язування системи рівнянь 

(3.1) за допомогою контрольного алгоритму kA , що перебудовується залежно від 

поведінки контрольованого розв’язку ( )ty j , nj ,1=  [36]. Особливість даного 

підходу полягає в тому, що проконтрольовані на черговому кроці результати 

використовуються для визначення параметрів контрольного алгоритму kA . При 

цьому параметри визначаються з умови мінімуму певної міри близькості 

результатів, отриманих за контрольним kA  та основним bA  алгоритмами на 

ділянці розв’язку, що включає останній проконтрольований крок обчислень. 

Отриманий алгоритм, що позначимо як aA , використовується для контролю 

наступного кроку обчислень. Після цього параметри знову уточнюються. 

Очевидно, що описану процедуру методу та реалізуючий її алгоритм aA , 

зважаючи на вищесказане, можна вважати адаптивними [36]. 

Розглянутий нижче метод допускає наступне трактування: на основі 

проконтрольованої інформації про фізичний процес (тобто динаміки останнього, 

що описується системою (3.1), і припущення, що поведінка розв’язку ( )ty j , 

nj ,1=  від кроку до кроку змінюється достатньо повільно) розв’язується задача 

параметричної ідентифікації при заданій структурі математичного опис процесу 
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(тобто системи (3.1)). Отримана модель, в даному випадку контрольна формула у 

вигляді алгоритму aA , використовується для наступного контролю. Інакше, у 

міру надходження проконтрольованої інформації модель, яка використовується 

для контролю (алгоритм), уточнюється (або адаптується). Надалі, визначення 

параметрів контрольного алгоритму, в якості якого розглядається вже алгоритм 

aA , будемо використовувати методи параметричної ідентифікації безінерційних 

об’єктів [273], [274]. 

Застосовуючи результати обчислень за основним алгоритмом bA , отримані 

до ( )1+i -ого кроку обчислень, можна визначити параметри контрольного 

алгоритму aA  на ( )1+i -му кроці із системи алгебраїчних рівнянь 

 

BCQ = .     (3.21) 

 

Для ектраполяційного способу контролю, що використовують оцінку 

розв’язку в точці +−1it , величини, що входять у вираз (3.21), визначаються на 

( )1+i -му кроці обчислювальної процедури наступним чином: 

 

( )T1011 11
...,,,...,,...,,, sp bbbaaa−=Q , 

 

( )T11 ...,,, +−−= kiii yyyB , 
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а для інтерполяційного методу контролю, відповідно: 

 

( )T110111 11
...,,,,...,,...,,, −−−= sp bbbbaaaQ , 

 

( )T21 ...,,, kiii yyy −−−=B , 
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Якщо матриця C  не вироджена, і число її рядків дорівнює розмірності 

вектора параметрів (для екстраполяційного методу 

( )sp bbbaaaa ...,,,,...,,,, 10211ers −=Π  та інтерполяційного методу 

( )sp bbaaa ...,,,...,,, 121int =Π , відповідно), що визначається значенням k , то 

оцінкою Q̂  матриці параметрів Q  (як для екстраполяційного, так і для 

інтерполяційного методів) є розв’язок системи алгебраїчних рівнянь 

 

BCQ
1ˆ −=  

 

і результати, отримані за основним алгоритмом bA  та контрольним алгоритмом 

aA  на послідовності 11 ...,,, +−− kiii yyy  співпадають. Якщо матриця C  прямокутна, 

то для визначення оцінки вектора параметрів можна скористатися методом 

найменших квадратів [275], [276]. 

Розглянемо два варіанти побудови конструктивних алгоритмів адаптивного 

методу контролю точності обчислень при розв’язуванні задач моделювання та 

управління динамічними системами. 
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Нехай, для конкретності викладення, але не порушуючи його загальності, 

розглядається розв’язування задачі виду (1.29) для рівняння Вольтери другого 

роду, якщо останнє записано у еквівалентній формі: 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )ttK

tf
dssy

ttK

stK
ty

t

t

t

,,

,

0


=


+  .    (3.21) 

 

Приймемо, що можна відшукати резольвенту ( )stRp ,  ядра ( )stK ,  рівняння (3.21). 

Як зазначалося у розділі 1.2, при числовому розв’язуванні рівняння (3.21) можна 

використати метод квадратурних формул, що у підсумку дає змогу записати 

розв’язок наступним чином: 
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де 101 htt += , 212 htt += , ..., Ttn = , а кроки дискретизації ih  визначаються як 

1−−= iii tth , 1,0 −= ni . 

Після виконаної постановки задачі із записом рівняння динаміки 

(наприклад, у формі (3.21), (3.22)), перший алгоритм виглядає наступним чином. 
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Алгоритм 1
аkA . 

1) Зведення розв’язку вихідної задачі (3.21), (3.22) до виду 

 

( )

( ) ,

,1,0;

,,

,,,

1

1

12

1


=

+ −=+=

+++=

=

i

r

rrii

iiiii

iiii

nikyy

hthtukyfhk

tuyfhk

   (3.23) 

 

де  ,,  ‒ параметри алгоритму. 

2) Визначення контрольного значення функції по екстраполяційній 

формулі (3.13) першого порядку точності: 

 

+−+ −= 11 iiii ybhayy  ;  1,0 −= ni     (3.24) 

 

де ( ) iiiiii hthtukyfy +++=+− ,,11  ‒ значення оцінки прирощення , 

отримане за алгоритмом bA  на i -му кроці обчислень. 

На першому кроці обчислень коефіцієнти ba,  визначаються з умови 

отримання точного результату за контрольним алгоритмом kA  для багаточлена 

першого степеня точності. 

 

3) Визначення величини 

 

11 ++ −= ii yy . 

 

4) Перевірка умови 

 

sup ,      (3.24) 

де sup  ‒ допустиме значення  . 
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Якщо умова (3.24) не виконується, то виконати корегування розв’язку 

(наприклад, заміною 1+iy  на 1+iy ). Якщо ( )Ttt n = , то перейти до п. 5, інакше 

здійснити завершення процесу обчислень. 

5) Сформувати матрицю 
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де +−− 1kiy  ‒ значення оцінки прирощення, отримане за процедурою  

(3.24) на ( )1−− ki -му кроці обчислень. 

Величина k  визначає число рядків матриці C . 

6) Сформувати вектор 

 

( )T1...,, −−= kii yyB . 

 

7) Визначити коефіцієнти ba,  контрольного алгоритму (3.24) з системи 

алгебраїчних рівнянь 

 

BCQ = , 

 

де ( )T, ba=Q . 

Для продовження розв’язування перейти до п. 1. 

Як видно з наведеної процедури розв’язування, необхідні додаткові 

обчислення щодо визначення поточного значення коефіцієнтів ba, . Спростити 

процедуру контролю можна, визначаючи не весь вектор Q , а його частину, 

вважаючи інші компоненти вектора такими, що рівні за значеннями, та такими, 

що отримані з умови точного результату за контрольною формулою для 
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багаточлена можливо високого ступеня. Так, в процедурі, яка аналізувалася, 

можна було визначати перший коефіцієнт a , вважаючи інший 1=b . Це відповідає 

перетворенню моделі (усічення моделі за параметрами). 

Відмінність другого алгоритму полягає у способі визначення різниці між 

значеннями величин, отриманих по основному bA  та контрольному 

(екстраполяційному або інтерполяційному) алгоритмах, яка і являє собою 

похибку контролю. Зокрема, для екстраполяційного алгоритму виду (3.13) 

похибка   визначається різницею залишкових членів основного bA  та 

контрольного kA  алгоритмів. 

Припустимо. що для задачі виду (3.21), (3.22) основний алгоритм bA  

реалізує однокрокову процедуру, залишковий член якої має вигляд 

 

0
11

00
00 =
++ kk

i yhGr ,  10 + ii tt ;  1,0 −= ni ,  (3.25) 

 

де 0k  ‒ порядок точності основного алгоритму bA ; 

0G  ‒ деякий постійний коефіцієнт. 

Тоді, для значення функції, отриманого по алгоритму bA  на ( )1+i -му кроці 

обчислень можна записати 

 

0
1

011

10
0~ +=

++
++

k

yhGyy
k
iii ;  1,0 −= ni ,   (3.26) 

 

де 1
~
+iy  – точне значення функції на ( )1+i -му кроці обчислень за умови  

точного результату на попередніх кроках (в даному випадку враховується  

тільки локальна похибка на кроці, що визначається методичною похибкою 

числового методу). 
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Алгоритм 2
аkA . 

1) Записуються вирази виду (3.25), (3.26) для контрольного алгоритму: 

 

k
kk

ikk yhGr =
++ 11 00 ,  1+ iki tt ;  1,0 −= ni , 
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k

yhGyy
k
iii ;  1,0 −= ni , 

 

де kr  ‒ порядок точності контрольного алгоритму; 

kG  ‒ постійний коефіцієнт. 

 

2) Обчислюється різниця значень, отриманих за основним bA  та 

контрольним kA  алгоритмах 

 

k
kk

ik
kk

iiii yhGyhGyyR −=−=
++++

+++
11

0
11

0111
0000 ,  1,0 −= ni . (3.27) 

 

3) Після проведення контролю на i -му кроці обчислень при відсутності 

збоїв (що встановлюється при контролі) визначається оцінка різниці залишкових  

 

 

членів iR  основного bA  та контрольного kA  алгоритмів 

 

iii yyR −= ,  1,0 −= ni .    (3.28) 

 

Величину iR  можна використовувати для компенсації різниці залишкових 

членів 1+iR  на ( )1+i -му кроці обчислень, якщо 

 

1+= ii RR .      (3.29) 
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4) Для екстраполяційного алгоритму (3.13) контрольна формула з 

компенсацією різниці залишкових членів має вигляд: 

 

ii
R
i Ryy += ++ 11 ,  1,0 −= ni .    (3.30) 

 

Для інтерполяційного алгоритму (3.20) різниця (3.28) визначає оцінку 

залишкового члена контрольної інтерполяційної формули. Контрольний 

інтерполяційний алгоритм з компенсацією має вигляд: 

 

1−+= ii
R
i Ryy ,  1,0 −= ni .    (3.31) 

 

Контрольні алгоритми з компенсацією виду (3.30) та (3.31) можна записати 

через значення, отримані за основним алгоритмом bA . Для цього необхідно 

величину iR  в (3.30) або в (3.31) представити у вигляді (3.28), записавши замість 

величини iy  алгоритм її отримання (екстраполяційний або інтерполяційний). 

Наприклад, при використанні компенсації в контрольному алгоритмі (3.24) 

величина iR  для (2.28) визначається як (для простоти, за умови 1== ba ) 

 

+−− −−= 21 iiiii yhyyR  ,   1,0 −= ni    (3.32) 

і контрольний алгоритм з компенсацією (3.30) набуде вигляду 

 

( ) ( )+−+−−++ ++−=+= 21111 2 iiiiiii
R
i yyhyyRyy  ,  1,0 −= ni . (3.31) 

 

На рис. 3.5 та рис. 3.6 показано залежності математичного очікування та 

середнього квадратичного значення величини  , що визначалася для прикладної  
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задачі у розділі 3.2 за формулою 

 


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,,
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при використанні для контролю числового розв’язку екстраполяційної формули 

першого порядку точності виду 

 

+−+ += 11 iiii yhyy  

 

без компенсації різниці залишкових членів та формули (3.32) з компенсацією, 

відповідно. Як випливає з графіків, точність контролю з компенсацією різниці 

залишкових членів на порядок вищий точності контролю без компенсації. 

Прийняття рішення щодо наявності або відсутності збою при здійсненні 

обчислень, приймається у відповідності до способу, описаному у додатку В. 

 

ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 3 

 

Визначено можливості контролю достовірності обчислювальної реалізації 

ММ динамічних систем в процесах їх моделювання та управління. Запропоновано 

метод зі зростаючою точністю обчислень, який, на відміну від базового та 

модифікованого методів прогнозу та корекції, дозволяє послідовно (зокрема на 

окремих кроках інтегрування) отримувати значення шуканої функції стану 

динамічних систем з порядком точності локальної похибки, що збільшується. 

Причому, порядок точності може бути завдано попередньо, до виконання 

основних етапів числової реалізації ММ динамічної системи. 
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Рисунок 3.5. ‒ Залежність математичного очікування  M  

величини   від кроку h  
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Рисунок 3.6. ‒ Залежність середнього квадратичного відхилення    

величини   від кроку h  
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Запропоновано методи алгоритмічного контролю, які може бути 

застосовано для контролю процесу обчислень при будь-яких методах числового 

розв’язування рівнянь динаміки, а саме: екстраполяційний та інтерполяційний 

методи контролю. Методи ґрунтуються на застосуванні контрольного алгоритму, 

який виконується на етапі числового розв’язування поставленої (основної) задачі, 

але такого, що простіший за основний. Відмінність даних методів полягає в тому, 

що екстраполяційний метод дозволяє досягнути підвищення достовірності 

обчислень за рахунок застосування в контрольному алгоритмі інформації, яку вже 

проконтрольовано на попередніх кроках основного алгоритму, а інтерполяційний 

метод дозволяє організувати неявний контроль, що забезпечує зменшення 

діапазону відхилення величини, яка контролюється від контрольної, тобто 

дозволяє знизити рівень шуму. 

Запропоновано критерії, які дозволяють зробити висновок про наявність 

(або відсутність) похибки в основному алгоритмі числової реалізації ММ 

динамічної системи, що дає змогу виявляти збої в роботі основного 

обчислювального алгоритму. Це дозволило розробити адаптивні методи 

контролю достовірності обчислювальної реалізації ММ динамічних систем, які 

(методи) забезпечують визначення параметрів контрольного алгоритму з умови 

мінімуму обраної міри близькості результатів, отриманих за контрольним та 

основним алгоритмах числової реалізації ММ динамічних систем. 

Для виконання практичних розрахунків при організації контролю процесу 

обчислень запропоновано спосіб прийняття рішень за яким визначається 

наявність або відсутність збою та приймається рішення щодо подальшого 

перебігу обчислювального процесу. Спосіб ґрунтується на уведенні до розгляду 

міри розбіжності значень (або їх не збігання), отриманих за основним та 

контрольним алгоритмах, а також призначення допуску на цю міру та подальшого 

обрання стратегії продовження обчислювального процесу. 
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4 ДОСВІД ПРАКТИЧНОГО ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДІВ АНАЛІЗУ 

ПОХИБКИ ТА КОНТРОЛЮ ДОСТОВІРНОСТІ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ 

РЕАЛІЗАЦІЇ МОДЕЛЕЙ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ В ЗАДАЧАХ ЇХ 

МОДЕЛЮВАННЯ ТА УПРАВЛІННЯ 

 

У цьому розділі розглянемо (на типових прикладах) визначення ‒ із 

застосуванням запропонованих в дисертаційній роботі методів ‒ точності та 

достовірності контролю обчислювальної реалізації моделей динамічних систем в 

задачах їх моделювання та управління. 

Для конкретності подальшого розгляду, в якості динамічної системи, 

оберемо первинні перетворювачі сигналів акустичної емісії (ППСАЕ), що 

застосовуються в системах неруйнівного контролю технічних об’єктів [277]. 

Конструктивно ППСАЕ (датчики сигналів АЕ) можуть являти собою: ємнісні 

перетворювачі, перетворювачі електромагнітного типу, керамічні 

п’єзоперетворювачі та полімерні п’єзоперетворювачі [278]‒[280]. 

Динамічні властивості ППСАЕ переважно описуються амплітудно-

частотними характеристиками (АЧХ) в діапазоні частот (0 – 50) МГц. 

Узагальнено ММ ППСАЕ, враховуючи результати роботи [277], представимо 

наступним чином. Будемо вважати, що параметри ППСАЕ є постійними в часі 

(тобто без властивості старіння) та частотнонезалежними, тоді, в якості ММ 

останніх, можна прийняти звичайне лінійне диференціальне рівняння з 

постійними коефіцієнтами та нульовими початковими умовами (що відповідає 

початково не збудженій системі): 
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( ) 0
0
=

=t
ty ; 

( )
0

0

=

=t

l

l

td

tyd
;  ( )1...,,2,1 −= il ,   (4.2) 

 

 

де ( )ty  ‒ вихідний сигнал ППСАЕ; 

( )tx  ‒ вхідний сигнал ППСАЕ; 

ia , jb  ‒ постійні коефіцієнти, що являють собою параметри ММ ППСАЕ. 

Зважаючи, що ППСАЕ мають явно виражені інерційні характеристики 

(зокрема, затримку сигналу на виході) та необхідність враховувати при контролі 

попередні сигнали АЕ, доцільно представити ММ ППСАЕ виду (4.1), (4.2) у 

вигляді еквівалентного інтегрального рівняння, застосовуючи при цьому 

операторну форму відповідних рівнянь. Очевидно, що в операторній формі ММ 

виду (4.1), (4.2) буде представлено наступним чином: 

 

( ) ( )pXpbpYpa j
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==
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00

;  nm  ,    (4.3) 

 

( ) 00 =Y ; ( ) 00 =lpY ;  ( )1...,,2,1 −= il .   (4.4) 

 

Із застосовуванням інтегральної форми рівняння (4.3) запишеться так 

 

( ) ( )
=

−
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=

−
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m
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j
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n pXpbpYpa

00

1 ;  10 =a ,  0=jb ,  nm  ,  (4.5) 

 

де враховано, що множення зображень у лівій і правій частинах на ip−  та jp−  

відповідає їх i -кратному та j -кратному інтегруванні в області оригіналів. Відомо, 

що добутку зображень двох функцій відповідає їх згортка в області оригіналів.  
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Тоді, (4.5) можна представити в області оригіналів наступним чином: 
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Враховуючи (4.6), можна отримати аналітичний вираз інтегральної динамічної 

математичної моделі ППСАЕ у формі інтегрального рівняння Вольтерри ІІ роду 

відносно вхідного сигналу: 

 

( ) ( ) ( ) ( )dssxstKktkxty
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 −+=
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1 ,    (4.7) 

 

де ( )stK −  ‒ ядро (вагова функція), що визначає динамічні властивості  
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Таким чином, у подальших дослідженнях, в якості ММ ППСАЕ, будемо 

використовувати ММ виду (4.7). Цифрові значення коефіцієнтів та ядра рівняння 

(4.7) оберемо з наступних міркувань. 

Динамічні властивості ППСАЕ (що обумовлюють вид ядра ( )stK −  у виразі 

(4.7)) будемо формулювати відносно характеристики його чутливості – здатності 

генерувати вихідний відгук на сигнал АЕ певної амплітуди та частоти [277], яку, в 

даному випадку, визначимо наступним чином. Вхідним сигналом ( )tx  ППСАЕ 

розглядається сигнал АЕ, спричинений ехо-сигналом від опромінення ділянки 

механічної конструкції, цілісність якої контролюється. Вихідний сигнал ППСАЕ 

( )ty  формується як відгук на зафіксований (тобто детектований) ехо-сигнал. 
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Параметр чутливості ППСАЕ залежить від інтенсивності (суть – енергії) 

прийнятого ехо-сигнала, яка, в свою чергу, визначається квадратом відстані від 

джерела ехо-сигнала (опроміненої ділянки) до датчика АЕ. Очевидно, що 

дотично, зазначений квадрат відстані можна оцінити квадратом часу t , за який 

фіксується сигнал АЕ. Також в моделі ППСАЕ необхідно врахувати 

інтерфераційні складові в сигналі ( )tx , що можна визначити як адитивну складову 

енергії останнього, і також дотично виражену через незалежний параметр часу t . 

Коефіцієнт передачі ППСАЕ як динамічної ланки (у вигляді коефіцієнта k  у 

виразі (4.7)) є частотно-залежним від вхідного сигналу ( )tx  і, з урахуванням ККД 

[277], може перебувати в діапазоні ( )95,0...6,0 . Коефіцієнт 1k  визначає 

конструктивні особливості ППСАЕ в залежності від фізичних процесів 

перетворення вхідного сигналу ( )tx  у вихідний сигнал (сигнал відгуку) ( )ty . При 

складанні ММ датчика АЕ у вигляді виразу (4.7) будемо вважати, що коефіцієнт 

1k  є лінійним та приймає значення близькі до нижньої границі. 

Тоді, з урахуванням зроблених зауважень, в якості ММ датчика сигналів 

АЕ, яку буде застосовано для числових експериментів, приймемо наступне 

інтегральне рівняння Вольтерри ІІ роду 

 

( ) ( ) ( )  ( ) ++=
t

dttxtttxtxty
0

2 2325,075,0 .   (4.8) 

 

Нижче розглянемо прикладні можливості запропонованих у розділах 2 та 3 

методів визначення точності та достовірності при обчислювальній реалізації 

моделей динамічних систем в ході розв’язування типових для практики задач. 
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4.1 Прогнозне оцінювання точності моделювання первинного 

перетворювача сигналів акустичної емісії 

 

Розробимо алгоритм розв’язування задачі моделювання датчика сигналів 

АЕ та оцінки точності її розв’язку у загальному вигляді, використовуючи ММ 

виду (4.7). 

1) Сформуємо сітку з кроком h : 

 

iht ii += ; Ni ,0= ; ( )hNNh 1+++ , 

 

де   ‒ нижня границя інтегрування для виразу (4.7). 

2) Покладемо в (4.7) itt =  та розглянемо систему рівнянь 
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3) Для обчислення інтегралу в (4.9) оберемо квадратурну формулу [18], 

[97], [187], [269], [281] з вузлами в точках ittt ...,,, 10 : 
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де ( )jiij ttKK ,= : 

i
r  ‒ залишок квадратурного правила (визначає точність розв’язку). 
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4) Підставляючи (4.10) в (4.9), отримаємо систему 
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Розв’язуючи (4.11) відносно ( ) ii yty = , віднайдемо значення iy . 

Оскільки обчислення при розв’язуванні системи (4.11) виконуються з 

похибками, то замість (4.11) отримуємо 

 

( ) ( ) NiftyKhty iij

i

j

ijiji ,1,
0

=+=+ 
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,    (4.12) 

 

де i  ‒ похибка обчислень. 

5) Позначимо 

 

( )iiш tyy −= , ...,1,0=i  . 

 

Віднімемо з (4.12) рівняння (4.11): 
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i

j

jijiji rKh +=+ 
=0

, Ni ,1= . 

 

6) Позначимо ij
ji
=

,
max ; 

( )
( )stKK

st
,max

,
= . 

Приймається, що при всіх достатньо малих h  виконується нерівність 

 

1 qKh iiii ; Ni ,1= . 
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Обчислюється оцінка похибки 

 

( ) ( )( ) hKrqK
q

i 01exp
1

1
++−−

−
 , 

 

де ( )hrrri = ; ( )hi = . 

Оцінка, отримана за наведеним вище алгоритмом, дозволяє зробити 

висновок щодо збіжності наближеного розв’язку iy  до точного ( )ty . 

Проведемо числовий експеримент із застосуванням ММ виду (4.8). 

Задаємо значення кроку h  та числа розбиття інтервалу інтегрування n , а 

саме: 2,0=h ; 4=n . 

Обчислимо ( )itf ; 5,1=i ; ( ) ( )txtf 75,0= . 

 

 T35,1;45,0;3,0;15,0;0=f . 

 

Обчислимо ( )ij ttK , : 
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, ij ttK . 

 

Запишемо формулу щодо складання СЛАР для віднаходження iy , 5,1=i : 
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dΑy = . 

 

Останнє матричне рівняння у числовому вираженні набуває вигляду: 
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73,236,1474,43970
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3,471212628,350
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2,36,92,32,330

T

iy .  (4.13) 

 

Розв’язування СЛАР (4.13) виконується методом стрічкового виключення 

Гауса, що можна представити наступною схемою (врахувавши, що матриця Α  

представляється як добуток двох трикутних матриць: Ξ  ‒ верхньої трикутної, та 

Σ  ‒ нижньої трикутної, з елементами, відповідно,  ij=Ξ  і  ij=Σ , причому 

ΞΣΑ = . Тоді шуканий вектор  Tiy  може бути обчислений з ланцюжка рівнянь 

dΞu = , uΣy = . Оскільки матриці Ξ  та Σ  ‒ трикутні з одиничними діагоналями, 

то система (4.13) легко розв’язується). 

Для зручності візуалізації процесу розв’язку системи (4.13) представимо 

його у вигляді наступної таблиці (табл. 4.1). Верхні стовпчики та ліві рядки 

утворюють елементи матриць Ξ  та Σ  (відповідно), а нижні стовпчики та праві 

рядки – елементи векторів iu  та iy  (відповідно). При цьому, жирним шрифтом 

виділено елементи вектору-розв’язку. 

Остаточно отримуємо: ( )  T679,0183,0065,0078,0182,0=ty , що являє 

собою вектор-функцію вихідного сигналу датчика АЕ. 

Скориставшись запропонованим методом ранжирування (розділ 2.1) 

отримаємо оцінку неусувної похибки визначення вектору шуканої функції ( )ty , 

який було отримано вище. 
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Таблиця 4.1 ‒ Візуалізація розв’язку СЛАР виду (4.13) 

ij  

ij  -30 -0,11 -0,11 -0,32 -0,21 0,2 iu  

0 -256 =0,14 -0,424 -0,155 -0,06 

0 35,8 -257 -0,53 -0,206 0,108 

0 38,8 48,8 -124,7 -0,568 0,569 

0 367 60,3 215 169,4 -0,679 

0,182 0,078 0,065 0,183 0,679  

iy  

 

В основу аналізу покладемо вираз (2.13), що характеризує абсолютну 

похибку реалізації моделі динамічної систем (в даному випадку – первинного 

перетворювача сигналів АЕ – ППСАЕ), та вираз (2.14), який дає оцінку норми 

відповідного вектору похибки при розв’язуванні рівнянь динаміки 

досліджуваного ППСАЕ. 

Нехай, з урахуванням отриманої вище моделі ППСАЕ виду (4.13), вирази 

для абсолютної похибки (2.13) та норми вектору похибки (2.14) набувають 

вигляду, відповідно: 
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y

y

y

y
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εy 

−

−



41,137,051,347,8026,0

16,038,146,033,517,0

28,303,269,1149,0014,0

72,016,773,158,112,0

31,134,2014,062,137,0

.   (4.15) 

 

Зазначимо, що у випадку, який розглядається, відомі матриця A  та вектор 

d , тому можна скористатися оцінкою (4.15), що відповідає зауваженню, 

зробленому в розділі 2.1. 

Для подальших розмірковувань приймемо, що параметри, які визначають 

точність розв’язування поставленої задачі, складають: 472,1
2

1 =−
A  (виходячи з 

виразу (4.15)), 3

2
10618,3 =m , 3

2
1037,2 =D , 679,0

2
=y . Використовуючи 

функції розподілу 
20ε  (таблиця 2.2 у розділі 2.1) при 4=n , отримуємо: 

 

  96,00993,0
22

 yyp . 

 

Тобто ймовірність отримання вірного розв’язку складає не менше 96,0 . 
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4.2 Розробка та застосування завадостійких алгоритмів числового 

розв’язування рівнянь динаміки 

 

Розглянемо питання побудови та практичного застосування завадостійких 

алгоритмів числового розв’язування рівнянь динаміки на основі методів, 

запропонованих у третьому розділі дисертаційної роботи. Властивістю 

завадостійкості володіють алгоритми, здатні послаблювати вплив збоїв на 

точність розв’язування задачі. 

Очевидно, що завадостійкі алгоритми числового розв’язування рівнянь 

динаміки, побудовані з використанням контрольного алгоритму (наприклад, 

таких, що запропоновано у третьому розділі), повинні містити в собі наступні 

блоки: 

‒ блок розв’язування основної задачі (БРОЗ); 

‒ блок, який реалізує контрольний алгоритм (БКА); 

‒ контрольно-керуючий блок (ККБ). 

При цьому в ККБ визначається значення міри точності обчислень, 

відбувається порівняння отриманого значення з допустимим та приймається 

рішення щодо подальшого перебігу обчислювального процесу. Після цього 

процес розв’язку основної задачі (блок БРОЗ) або продовжується, або, у випадку 

виявлення збою (блок БКА), відбувається корекція розв’язку. 

Структури відомих завадозахищених алгоритмів, в тому числі алгоритмів 

обробки зображень (наприклад, [282] – [287]) визначаються наступними 

факторами: 

‒ алгоритмом числового розв’язування рівнянь динаміки; 

‒ величинами, які контролюються (вхідними та вихідними сигналами, 

параметрами ММ динамічної системи, зовнішніми впливами тощо); 

‒ мірою точності обчислень; 

‒ видом контрольного алгоритму; 

‒ ступенем паралелізму виконання обчислень по основному та 

контрольному алгоритмах; 
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‒ способом (методом) корекції розв’язку при виявленні похибок. 

Вид основного алгоритму числового розв’язку рівнянь динаміки (для 

конкретності будемо посилатися на рівняння динаміки виду (3.1)) визначають 

величини, які використовуються в якості вихідних даних при обчисленнях за 

контрольним алгоритмом, а також зв’язку для обміну результатами обчислень по 

паралельних гілках завадо захищеного алгоритму. 

Для подальших розмірковувань оберемо алгоритми з покомпонентним 

контролем елементів вектору ( )tY , який контролюється. В якості контрольних 

будемо розглядати алгоритми, що реалізують екстраполяційні (розділ 3.2) та 

інтерполяційні (розділ 3.3) методи контролю. 

В залежності від ступеню паралелізму виконання операцій за основним bA  

та контрольним kA  алгоритмах можна виділити послідовні, паралельні та 

послідовно-паралельні структури завадостійких алгоритмів [282], [284]. Надалі 

будемо розглядати паралельні структури завадостійких алгоритмів як такі, що 

надають найбільшої наочності. Уявімо, що час розв’язування за додатковим 

(контрольним) алгоритмом kA  дорівнює дt , а час роботи блоку ККБ дорівнює ккt . 

Якщо обчислювальний процес розбито на N  частин, які контролюються, то 

загальний час розв’язування збільшується, у порівнянні з часом з виконанням 

основного алгоритму, на величину NttN кк= , оскільки, для прийнятих нами 

паралельних структур завадозахищених алгоритмів, обчислення по основному та 

додатковому алгоритмах розпаралелюються. Тобто, загальний час обчислень при 

числовому розв’язуванні задачі в даному випадку не враховує час дt  виконання 

додаткового (контрольного) алгоритму, оскільки останній виконується 

паралельно з основним алгоритмом, час виконання якого дорівнює (з 

урахуванням прийнятих вище позначень) bt . 

Для екстраполяційного методу контролю корекція розв’язку буде полягати 

у наступному. Відбувається заміна хибного значення, отриманого за алгоритмом 

bA , значенням, отриманим за алгоритмом kA . В цьому випадку можна вважати, 
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що час корекції є нульовим, тобто 0кор =t , а похибка, яка вноситься у розв’язок, є 

випадковою величиною, що визначається виразом: 

 















=

.подіїпри

;подіїпри

;подіїпри

3

2

1

BAY

BAY

BAY

Y     (4.71) 

 

Кожна з величин lY , 3,1=l  характеризується своєю щільністю розподілу 

( )lY , 3,1=l . Розглянута заміна хибного значення, отриманого в результаті 

обчислень, доцільна, якщо ймовірність події BA  значно менша ймовірності інших 

подій у виразі (4.71), тобто ( ) ( )BAPBAP   та ( ) ( )BAPBAP  . 

Для визначення збою за алгоритмом kA  (подія B ) пропонується 

застосовувати додаткові заходи, які полягають, зокрема, у порівнянні значення, 

отриманого за алгоритмом kA  з найближчим достовірним значенням (наприклад, 

значенням функції, отриманому на попередньому кроці за алгоритмом bA , тобто 

подією A ). Таке порівняння дозволить виключити грубі похибки, що вносяться у 

розв’язок при корекції щодо подій BA  або BA .  

Алгоритм прийняття рішень та корекції (блок ККБ) в цьому випадку може 

мати вигляд, представлений на рис. 4.1. 

На рис. 4.2 наведено граф, що ілюструє систематизацію факторів, які 

визначаються конкретними вимогами, що висуваються до завадостійких 

алгоритмів. Зокрема, на рис. 4.3 наведено структуру алгоритму, в якому основний 

алгоритм bA  реалізує метод числового розв’язування, що не потребує обчислення 

правої частини системи рівнянь (яка розв’язується) між вузлами інтегрування 

(метод Ейлера, метод «прогноз-корекція», багатокрокові методи). На рисунку 

позначення блоків, що реалізують основний та контрольний алгоритми, 

співпадають з величинами, які має бути отримано в результаті виконання цих 

алгоритмів.  
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Рисунок 4.1. ‒ Алгоритм прийняття рішень та корекції
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Спосіб корекції рішення (замкнуті 

зворотні або розімкнені)

Послідовність виконання алгоритмів 

(послідовно чи паралельно)

Модифікація алгоритму (з 

компенсацією, адаптивний, 

немодифікований)

Спосіб контролю 

(екстраполяційний чи 

інтерпоційний)

Міра точності обчислень 

або

Контрольована величина 

Y або F

( ( , )i i
y y ( , ))Y Y

( , )Y Y( ( , )i i
y y

Y F

 

Рисунок 4.2. ‒ Граф щодо ілюстрації систематизації факторів, які визначаються конкретними вимогами, 

що висуваються до завадостійких алгоритмів 
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Рисунок 4.3. ‒ Структура алгоритму, в якому основний алгоритм bA  реалізує метод числового розв’язування, що не 

потребує обчислення правої частини системи рівнянь (яка розв’язується) між вузлами інтегрування 
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Крім того в структурі алгоритму наявними є блок обміну результатами 

(БОР) та контрольно-керуючий блок (ККБ). Штрих-пунктирною лінією 

відокремлено процес обчислень на етапі реалізації ММ динамічної системи. В 

наведеному алгоритмі здійснюється покомпонентний контроль вектору розв’язку 

 T321 ,, YYY=Y . При цьому компонента 1Y  контролюється за допомогою 

екстраполяційного, компонента 2Y  – інтерполяційного, а компонента 3Y  – 

адаптивного (або екстраполяційно-адаптивного) методів контролю. Структура 

алгоритму визначається як послідовно-паралельна. Метод корекції визначається 

положенням ключів Кл , які реалізуються програмним чином. При замкнених 

ключах Кл  (тобто відповідній гілці програми, що реалізує контрольний 

алгоритм), корекція відбувається повторенням обчислень на кроці реалізації ММ 

динамічної системи. При розімкнених ключах Кл  (і гілці програми, що це 

забезпечує) та контролі екстраполяційним методом, корекція на ( )1+i -му кроці 

реалізації ММ динамічної системи відбувається заміною хибних значень 1
1+iY  та 

3
1+iY  (у випадку екстраполяційно-адаптивного методу) на 

1

1+iY  та 
3

1+iY , відповідно. 

При розімкнутих ключах Кл  для компоненти 2Y  корекція хибного значення 2
1+iY  

відбувається його заміною на значення 2
iY , отримане на попередньому кроці 

реалізації ММ динамічної системи. Слід зазначити, що описана процедура 

корекції може бути застосована для випадку «гладких» розв’язків. Для методів 

числової реалізації ММ динамічних систем, в яких здійснюються обчислення 

шуканої функції між вузлами дискретизації за часовою координатою (наприклад, 

при завданні ММ динамічної системи у вигляді диференціального рівняння та 

інтегруванні дискретної моделі методом Рунге-Кутти) в контрольному алгоритмі 

необхідно увести зв’язки між паралельними гілками для обміну результатами 

обчислень. 

Зокрема, у останньому випадку, завадостійкий алгоритм, що відповідає 

структурній схемі, зображеній на рис. 4.3, має наступний вид: 

1) Привласнити індексу j  значення 1=j . 
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2) Обчислити 
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де ( ),y  та ( ),х  ‒ відповідно дискретні функції лівої та правої частин  

рівняння динаміки; 

h  ‒ крок дискретизації за часовою координатою. 

3) Обчислити 

 

( )2,11,1
*
,11,1,11,1 −−−+ −+++−= iiiiii yEyDCyhyByAy , 

 

де ( ) ( ) hthtxuyfy iijii +++= ,, 11,1
*
,1 ; 

EDCBA ,,,,  ‒ коефіцієнти, які визначаються обраною схемою 

дискретизації (сітковою моделлю). 



191 

Процедури відшукання значень коефіцієнтів EDCBA ,,,,  для низки 

прикладних задач, пов’язаних з моделюванням дифузійних процесів, детально 

наведено в роботі [288]. 

4) Визначити 

 

1,11,11 ++ −= ii yy . 

 

5) Якщо доп1  , то привласнити 01 =  та продовжити розв’язування 

(перейти до п. 6). При доп1  , то, якщо 01 =  замінити 1,1 +iy  на 1,1 +iy  та 

привласнити 11 =  і перейти до п. 6. Якщо 11 = , то розв’язування 

переривається, оскільки відбулася відмова. 

Уведення умовного переходу по 1  знижує ймовірність того, що при 

відмові обчислювальний процес піде за контрольним алгоритмом і відмову не 

буде виявлено. 

6) Привласнити індексу j  значення 1+= jj . 

7) Виконати п.2. 

8) Обчислити 

 

( )2,21,2
*
,21,21,2,2 −−−+ −+++−= iiiiii yEyDyChyBAyy , 

 

де *
,2 iy  ‒ визначається аналогічно п. 3. 

9)  Визначити 

 

ii yy ,2,22 −= . 

 

10) Якщо доп2  , то привласнити 02 =  і перейти до п. 11. При 

доп2  , тоді, якщо 02 = , то привласнити 12 =  та повторити обчислення у 
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відповідності до п.п. 7‒10. Якщо 12 = , робиться висновок про те, що похибку не 

усунуто при перерахунку і, обчислювання або припиняються, або вносяться зміни 

в умови числового експерименту (найбільш ймовірна дія ‒ заміна алгоритму 

перевірки). 

11) Привласнити індексу j  значення 1+= jj . 

12) Виконати обчислення по п. 2. 

13) Сформувати матрицю 

 

















=

−−

−−

*

*
11

..

.........

...

kiki

ii

yy

yy

C . 

 

14) Сформувати вектор 

 

 T11 ...,,, +−+= kiii yyyB . 

 

15) Розв’язати систему алгебраїчних рівнянь 

 

BCQ = , 

 

де  T21 ,qq=Q . 

 

16) Обчислити 

 

*
,32,311,3 iii yqyqy +=+ . 
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17) Визначити 

 

1,31,33 ++ −= ii yy . 

 

18) Якщо доп3  , то привласнити 03 =  і перейти до наступного кроку 

розв’язування основного алгоритму (реалізації ММ динамічної системи). При 

доп3  , тоді, якщо 03 = , то замінити 1,3 +iy  на 1,3 +iy  та привласнити 11 =  і 

перейти до наступного кроку розв’язування основного алгоритму (реалізації ММ 

динамічної системи). Якщо 13 = , то робиться висновок про те, що похибку не 

усунуто при перерахунку і, обчислювання або припиняються, або вносяться зміни 

в умови числового експерименту (як і в п. 10 ‒ заміна алгоритму перевірки). 

Описаний алгоритм наведено для загального випадку. Для обраного в якості 

прикладної динамічної системи – первинного перетворювача сигналів акустичної 

емісії (датчика сигналів АЕ), при реалізації запропонованого алгоритму 

контролю, необхідно, в процесі обчислень у п. 2, застосовується ММ датчика 

сигналів АЕ у відповідності до виразу (4.8). 

В такому разі, числовий експеримент щодо дослідження ППСАЕ за 

запропонованим алгоритмом перевірки достовірності контролю обчислювальної 

реалізації моделей динамічних систем, призводить до наступних результатів. 

Для привласненого поточного індексу 1=j , з урахуванням ММ первинного 

перетворювача сигналів АЕ виду (4.8) та вектор-функції його вихідного сигналу 

( )  T679,0183,0065,0078,0182,0=ty , отриманих в розділі 4.1, обчислюємо 

функції kju ,  ( 5,1=k ) у відповідності до п.2 (крок h  обрано 2,0=h  як і у розділі 

4.1): 

 

 2,0;679,0;183,0;065,0;078,0;182,02,01,1 =u ; 
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 += 2,0;679,0;183,0;065,0;078,0;182,02,02,1u

   3,0;533,0;279,0;078,0;085,0;186,01,0;34,0;092,0;032,0;039,0;91,0,0
T
=+ ; 

 

 += 2,0;679,0;183,0;065,0;078,0;182,02,03,1u

   4,0;726,0;344,0;097,0;107,0;287,03,0;533,0;279,0;078,0;085,0;186,0
T
=+ ; 

 

 += 2,0;679,0;183,0;065,0;078,0;182,02,04,1u

   5,0;919,0;440,0;110,0;123,0;379,04,0;726,0;344,0;097,0;107,0;287,0
T
=+ ; 

 

 += 2,0;679,0;183,0;065,0;078,0;182,02,05,1u

   6,0;112,1;536,0;123,0;139,0;474,05,0;919,0;440,0;110,0;123,0;379,0
T
=+ . 

 

Далі, використовуючи отримані значення функцій ku ,1  ( 5,1=k ), 

обчислюємо контрольні значення ky ,1  ( 5,1=k ) шуканої вектор-функції: 

 

   675,0179,0069,0081,0179,0,11 == kyy . 

 

Для допустимої похибки 004,0доп =  визначаємо вектор нев’язок у 

відповідності до п. 4: 

 

   004,0004,0004,0002,0003,0,11 == kξ , 

 

причому,   доп,1,1  ki , ki ,1= . 

Оскільки умова доп,1  i  виконується для всіх ki ,1= , то робота 

контрольного алгоритму kA  припиняється, а обчислення продовжуються за 

основним алгоритмом bA . В разі, якщо вказана вище умова не була б задоволена, 

то виконання контрольного алгоритму продовжилося б у відповідності до п.п. 
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5‒18, в результаті чого було б зроблено відповідний висновок щодо наслідків 

виконання контрольного алгоритму kA  та можливості подальших обчислень за 

основним алгоритмом bA . 

 

4.3 Практичні заходи організації процедур визначення точності та 

контролю достовірності обчислювальної реалізації моделей динамічних систем 

 

Основне призначення запропонованих у дисертаційній роботі методів 

полягає у забезпеченні (або прогнозуванні) точності, а також визначенні збоїв при 

числовій реалізації ММ динамічних систем (іншими словами: числовому 

розв’язуванні рівнянь динаміки, що складають відповідні ММ) в задачах 

моделювання та управління останніми. Особливу актуальність набувають ці 

проблеми при розв’язуванні задач моделювання та управління динамічними 

системами в реальному масштабі часу. 

Оскільки як основний, так і контрольний алгоритми виконуються за 

різними програмами, то запропоновані методи також дозволяють виявляти і 

відмови застосованої обчислювальної техніки. 

У тих випадках, коли в основному bA  та контрольному kA  алгоритмах 

частково використовуються спільні дані (наприклад, при контролі багатокрокових 

процедур числового розв’язування багатокроковими контрольними формулами) 

для підвищення достовірності контролю можуть виявитися доцільними дані, які 

використовуються в різних алгоритмах, зберігати у різних комірках пам’яті. 

Витрати часу на контроль за алгоритмом kA  залежать від методу 

контролю, порядку точності контрольної формули (суть – контрольного 

алгоритму), міри точності обчислень і, в кінцевому підсумку, визначаються 

числом елементарних операцій множення та додавання по контрольному 

алгоритму kA , часом визначення міри точності обчислень та часом операцій 

порівняння отриманого значення цієї міри точності з допустимим. 
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До основних переваг запропонованих методів визначення (прогнозування) 

точності та контролю достовірності обчислень при числовій реалізації ММ 

динамічних систем слід віднести простоту та відносно незначні витрати часу на 

перевірку (прогноз) точності та контроль достовірності при порівняно високій 

якості оцінок, що дають запропоновані методи. Причому рівень цих оцінок можна 

змінювати (регулювати) як зміною, зокрема, методу контролю (алгоритму kA ), 

так і зміною порядку точності контрольних формул (при визначенні або прогнозі 

точності числової реалізації ММ динамічних систем). 

Одначе, тестові експерименти запропонованих алгоритмів контролю kA  

виявили, в деяких випадках, появу власного «шуму», спричиненого, наприклад, 

неспівпадінням результатів на кроці інтегрування, отриманих по основному bA  та 

контрольному kA  алгоритмах, що може спричиняти погіршання точності 

контролю. Принагідно слід зазначити, що характеристики власного «шуму» 

контрольних алгоритмів kA  можуть бути вихідними даними щодо прийняття 

рішення при виборі останніх, а також визначення показників якості контролю. В 

процесі розв’язування практичних задач реальним шляхом отримання 

характеристик власних «шумів» контролю полягає у математичному 

моделюванні. 

Обирання методу реалізації ММ динамічної системи за основним 

алгоритмом bA  та контрольним алгоритмом kA  може здійснюватися як 

послідовно, так і спільно. При цьому, якщо по точності та швидкодії числового 

розв’язування рівнянь динаміки (що особливо важливо в задачах управління, в 

яких управляючий вплив повинен формуватися в реальному масштабі часу) може 

задовольняти певна низка методів, то при обиранні конкретного з них слід 

орієнтуватися на отримання кращих показників якості контролю за відповідним 

алгоритмом kA . Вибір режиму моделювання або управління при дослідженні 

алгоритмів контролю повинен проводитися з умови забезпечення необхідних 

показників якості контролю у будь-якому іншому режимі. Таким чином, режим 

повинен визначатися на основі фізичних властивостей динамічної системи, яка 
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моделюється (або якою здійснюється управління), та характеризуватися 

найменшими значеннями власного «шуму» алгоритму kA . 

Значна зміна шуканої функції на кроці реалізації ММ динамічної системи 

може відбутися при різкій зміні будь-якої із змінних, що входить у праву частину 

рівняння динаміки. Ця обставина дозволяє виявити не тільки збої та відмови 

обчислювальної техніка (ОТ), але і апаратури зв’язку динамічної системи (як 

об’єкта управління) з відповідними засобами ОТ, що особливо важливо при 

розв’язуванні задач управління. 

У запропонованих методах контролю (алгоритмах kA ) суттєво 

використовується та обставина, що відома модель системи, яка контролюється 

(тобто система рівнянь динаміки). Це дозволило відмовитись від застосування, 

зокрема, кінцевих різниць при представленні ММ досліджуваної динамічної 

системи у вигляді диференціальних рівнянь, а також організувати 

інтерполяційний контроль (оскільки при застосуванні кінцевих різниць 

інтерполяційний контроль складно організувати тому, що величини, яка 

контролюється, і яка контролює, можуть спільно використовуватися для оцінки 

похідних у дискретній ММ досліджуваної динамічної системи). 

Запропоновані методи визначення (прогнозу) точності та достовірності 

реалізації ММ динамічних систем в задачах моделювання та управління ними 

можуть віднайти застосування також для контролю динамічних процесів, ММ 

яких відома. Таким чином, можна організувати, наприклад, контроль датчиків 

стану динамічних систем (задачі, розглянуті в розділах 4.1 та 4.2). При цьому, 

якщо застосовується спрощена модель динамічної системи, то можуть 

застосовуватися адаптивні алгоритми kA . 
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ 4 

 

Розглянуто досвід практичного застосування методів ранжирування за 

похибкою та контролю достовірності обчислювальної реалізації ММ динамічних 

систем в задачах їх моделювання та управління. В якості типового прикладу 

динамічної системи при дослідженнях було обрано перетворювач сигналів 

акустичної емісії (ППСАЕ), що застосовується в системах неруйнівного контролю 

технічних об’єктів, і для якого було розроблено ММ у вигляді інтегрального 

рівняння Вольтерри ІІ роду. 

Виконано прогнозне оцінювання точності моделювання первинного 

перетворювача сигналів АЕ, яке, на підставі запропонованого методу 

ранжирування похибки, дало змогу отримати оцінку неусувної похибки 

визначення вектору шуканої функції вихідної координати ППСАЕ (тобто сигналу 

про наявність дефекту механічної конструкції) з ймовірністю отримання вірного 

розв’язку не нижче 96,0 . 

Розроблено, орієнтовані на застосування у практичних розрахунках, 

завадостійкі алгоритми числового розв’язування рівнянь, що являють собою ММ 

динамічних систем. Числовий експеримент застосування завадостійкого 

алгоритму реалізації ММ первинного перетворювача сигналів АЕ дав змогу 

отримати вектор нев’язок для допустимої похибки 004,0доп = . 

Розроблено практичні заходи організації процедур визначення точності та 

контролю достовірності обчислювальної реалізації ММ динамічних систем. При 

цьому було зазначено, що основними перевагами запропонованих методів 

визначення (прогнозування) точності та контролю достовірності обчислень при 

числовій реалізації ММ динамічних систем є простота та відносно незначні 

витрати часу на перевірку (прогноз) точності та контроль достовірності при 

порівняно високій якості оцінок, що дають запропоновані методи. 
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ВИСНОВКИ 

 

В дисертаційній роботі вирішено важливу науково-практичну задачу, яка 

полягає у розробці методів прогнозування точності і аналізу достовірності 

обчислювальної реалізації моделей динамічних систем, представлених у класах 

диференціальних та інтегральних рівнянь ‒ при розв’язуванні прикладних задач 

моделювання і управління на їх основі, шляхом визначення показників якості 

задіяних комп’ютерних та програмно-алгоритмічних інструментальних засобів. 

В тому числі отримано наступні теоретичні та практичні результати: 

Виконано аналіз існуючих підходів до математичної формалізації 

динамічних систем в задачах їх моделювання і управління, в результаті чого 

показано особливості опису динамічних систем моделями у вигляді 

диференціальних та інтегральних рівнянь різних типів. 

Проведено аналіз методів числової реалізації диференціальних та 

інтегральних рівнянь як найбільш поширених ММ динамічних систем, а також 

похибок, які виникають при цьому. 

Запропоновано метод ранжирування за похибками при реалізації ММ 

динамічних систем в задачах моделювання та управління ними. Метод 

ґрунтується на використанні запропонованих аналітичних оцінок у вигляді 

нерівностей і є економічним (в смислі трудомісткості обчислень) та достатнім (за 

абсолютними значеннями) для подальшого аналізу, а також прийняття рішення 

щодо оцінки точності отриманого розв’язку. При цьому ранжирування похибок 

відбувається у вигляді p -квартилів (що являють собою рівновеликі групи 

значень, впорядковані від мінімального до максимального) відповідних функцій 

розподілу 
i0ε  ( i  – номер квартилю), які дозволяють із ймовірністю p  будувати 

оцінки границь довірливості для похибок. 

Запропоновано оцінки «знизу» функцій розподілу неусувної похибки 

реалізації ММ динамічних об’єктів, представлених у класах диференціальних та 
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інтегральних рівнянь, та орієнтованих на задачі моделювання та управління із 

застосуванням методу ранжирування за похибкою. Зазначені оцінки, в свою 

чергу, ґрунтуються на застосуванні гарантованих оцінок для абсолютних та 

відносних похибок, що виникають при числовій реалізації ММ динамічних 

систем, зокрема, апріорних та апостеріорних оцінках законів розподілу неусувної 

похибки. 

Запропоновано методи алгоритмічного контролю (екстраполяційний та 

інтерполяційний), що являють собою реалізацію методу зі зростаючою точністю 

обчислень при числовому розв’язуванні рівнянь динаміки в задачах моделювання 

динамічних систем та управління ними. Методи базуються на застосуванні 

контрольного алгоритму, який виконується на етапі числового розв’язування 

поставленої (основної) задачі, але такого, що простіший за основний. Зокрема, 

екстраполяційний метод дозволяє досягнути підвищення достовірності обчислень 

за рахунок застосування в контрольному алгоритмі інформації, яку вже 

проконтрольовано на попередніх кроках основного алгоритму, а інтерполяційний 

– дозволяє організувати неявний контроль, що дає змогу зменшити діапазон 

відхилення величини, яка контролюється, по відношенню до контрольної (іншими 

словами досягається зменшення «шуму» отриманого розв’язку рівнянь динаміки 

при різних вхідних даних). 

Розроблено критерії визначення наявності або відсутності похибки в 

основному алгоритмі числової реалізації ММ динамічної системи, що дає змогу 

виявляти збої в роботі основного обчислювального алгоритму. На підставі 

розроблених критеріїв запропоновано адаптивні методи (та реалізуючі їх 

алгоритми) контролю достовірності числового розв’язування рівнянь динаміки 

при дослідженні динамічних систем. Причому, запропоновані адаптивні методи 

забезпечують визначення параметрів контрольного алгоритму з умови мінімуму 

обраної міри близькості результатів, отриманих за контрольним та основним 

алгоритмах числової реалізації ММ динамічних систем. 
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Розглянуто досвід практичного застосування методів ранжирування за 

похибкою та контролю достовірності обчислювальної реалізації ММ динамічних 

систем в задачах їх моделювання та управління. Тестові дослідження 

запропонованих методів виконано на прикладі перетворювача сигналів 

акустичної емісії (ППСАЕ), що застосовується в системах неруйнівного контролю 

технічних об’єктів, і для якого було розроблено ММ у вигляді інтегрального 

рівняння Вольтерри ІІ роду. Застосування у прикладних розрахунках розроблених 

методів прогнозування точності та достовірності числової реалізації ММ 

динамічних систем показали можливість забезпечення бажаної точності 

обчислень, а також зменшення у ( )5,2...4,1  рази кількість збоїв в процесі 

розв’язування реальних задач моделювання динамічних систем та управління 

ними. 
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ДОДАТОК Б САМОКОНТРОЛЬ ПРИ ВИКОНАННІ АЛГОРИТМУ МЕТОДУ 

ЗІ ЗРОСТАЮЧОЮ ТОЧНІСТЮ ОБЧИСЛЕНЬ В ПРОЦЕСІ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

ЗАДАЧ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ РЕАЛІЗАЦІЇ МОДЕЛЕЙ ДИНАМІЧНИХ 

СИСТЕМ 

 

В розділі 3.1 було зазначено, що у методі зі зростаючою точністю обчислень 

послідовно отримується значення функції на кроці інтегрування з порядком 

точності локальної похибки, який збільшується (тобто похибки на кроці 

інтегрування). 

Виконаємо аналітичне дослідження запропонованого методу зі зростаючою 

точністю при реалізації його алгоритму в ході розв’язування прикладної задачі. 

В якості прикладу розглянемо застосування запропонованого методу в 

задачі для другого порядку точності. Тоді аналоги виразів (3.7) та (3.8) можна 

записати у наступному вигляді: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 111
33

1 ,,,,
2

1
++++ ++= iiiii

s
iii tuyftuyfhyy ,   (Б.1) 

 

( ) ( ) ( )( )ii
s
iii tuyfhyy ,,32

1 +=+ ,    (Б.2) 

 

де верхній індекс показує порядок локальної похибки наближеного значення  

( s  ‒ заданий порядок точності). 

Порівнюючи ( )3
1+iy  та ( )2

1+iy  між собою, можна робити висновок щодо 

локальної похибки розв’язку. Цей самий прийом можна застосовувати і для 

віднаходження збоїв та похибок. 

При 3=s  процедура (Б.1), (Б.2) переходить в удосконалений метод Ейлера-

Коші. При 2=s  на кроці інтегрування робиться одне обчислення функції 

( )iii tuyf ,, . Це ж значення похідної використовується на наступному кроці при 

обчисленні 
( )2
2+iy . 
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Таким чином, якщо на попередньому кроці не було збою, то похибка при 

визначенні ( )2
1+iy  може відбутися тільки при реалізації виразу (Б.2). 

Очевидно, що на кожному кроці інтегрування можна отримати еталонне 

значення ( )2
1+iy , достовірність якого визначає ймовірність збою при застосуванні 

виразу (Б.2). Тоді величина 
( ) ( )3

1
2
1 ++ −= ii yy  визначається різницею залишкових 

членів і є малою величиною порядку ( )2hO . В разі виникнення при визначенні 

( )2
1+iy  збою та отриманні значення з похибкою, то при визначенні ( )3

1+iy  слід 

використовувати значення похідної 
( )

y

tuyyf i



+ +1,,
. Одначе, слід мати на увазі, 

що на достовірність контролю може впливати лише порівняння значень ( )3
1+iy  та 

( )2
1+iy . 

Наступним прикладом розглянемо застосування методу зі зростаючою 

точністю у випадку четвертого порядку точності. Тоді алгоритм методу набуде 

вигляду: 
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де 4=i . 

Функція управління не враховувалася (тобто ( )( ) ( )( )ii
s
ii

s
i tuyftyf ,,,  ). 

У випадку алгоритму (Б.3) ― (Б.7) контроль обчислень можна організувати, 

порівнюючи величини ( )4
1+iy  та ( )5

1+iy . 
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ДОДАТОК В СПОСОБИ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ 

 

При організації контролю процесу обчислень необхідно мати спосіб 

прийняття рішень за яким визначається наявність або відсутність збою та 

приймається рішення щодо подальшого перебігу обчислювального процесу. Для 

визначення способу прийняття рішення має бути обрана міра розбіжності 

значень (або їх не збігання), отриманих за основним та контрольним алгоритмах, 

призначено допуск на цю міру та обрано стратегію управління обчислювальним 

процесом. Висновок щодо наявності або відсутності збою робиться шляхом 

перевірки умови 

 

D ,     (В.1) 

 

де ( )YY,=  ‒ міра точності обчислень; 

D  ― допустима область значень цієї міри.  

Розглянемо можливість вираження для міри розбіжності значень, 

отриманих за основним та контрольним алгоритмах. Вибір певного функціоналу 

( ) D= YY,  в якості міри визначається з міркувань простоти реалізації 

відповідних обчислень та вимог точності контролю. Один з варіантів вибору 

міри точності обчислень зводиться до завдання норми вектора ( )YY − , та при 

цьому можуть використовуватися наступні вирази: 

 

( ) 
=

−=
n

j

ij yy
1

,YY ,      (В.2) 

 

( ) ii
j

yy −= sup,YY ,      (В.3) 
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( ) ( )
21

1

2
, 
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




−= 
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n

j

jj yyYY .     (В.4) 

 

Значення величини   утворює область R , яка являє собою додатну речовинну 

числову напіввісь. Для випадку, коли величини jy , nj ,1=  є різнорідними, 

бажано їх нормувати, відносячи, наприклад, до максимального значення. В цьому 

випадку, зокрема, функціонал (Б.1.2) набуде вигляду: 
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Подібним чином перетворюються і функціонали (В.3) та (В.4). 

Може виявитися доцільним покомпонентне порівняння векторів Y  та Y . 

Тоді в якості міри точності обчислень може бути обрано вектор-функції 

( )Т21 ...,,, n=ξ : 

 

( ) YYYY −= ,       (В.6) 

 

або 

( ) YYYY −= , .      (В.7) 

 

Для практичних випадків, коли в якості міри точності обчислень може бути 

використано вираз (В.1), область D  являє собою паралелепіпед з площинами 

паралельними осям координат, а умова (В.1) набуває вигляду: 

 

в
доп

н
доп  ,     (В.8) 

 

де 
н
доп , 

в
доп  ‒ відповідно нижній та верхній допуски на величину  . 
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Якщо D , вважається, що збою не було і продовжується розв’язування 

основної задачі; при D  вважається, що відбувся збій і подальший плин 

обчислювального процесу залежить від прийнятої в даному випадку стратегії 

(здійснення повторних обчислень або їх подальшого припинення). 

Коли в якості міри точності обчислень використовується кубічна норма 

(В.3), то область D  являє собою допустиму різницю значень по кожній з 

компонент векторів розв’язку, отриманих по основному та контрольному 

алгоритмах. Застосування при контролі кубічної норми рівносильне випадку, коли 

в якості міри використовується вектор-функція (В.6) і на всі компоненти вектора 

ξ  призначаються однакові допуски, тобто доп  являє собою скаляр. За числом 

обчислень функціонали (В.2) та (В.3) близькі один до другого. Обчислення за 

виразом (В.4) займають значно більше часу, через підведення у ступінь та 

вилучення квадратного кореня. 

Існування області D , відмінної від нуля, пояснюється неспівпадінням 

результатів, отриманих по основному та контрольному алгоритмах та 

характеризує область невизначеності при прийнятті рішення щодо наявності або 

відсутності збою.. 

Розглянемо групу подій: 

 

   =S ,    (В.9) 

 

де   ‒ подія, що відповідає відсутності збоїв при обчисленнях за алгоритмом 

bA ; 

  ‒ подія, що відповідає відсутності збоїв при обчисленнях за алгоритмом 

kA ; 

  та   ‒ події протилежні для   та  , відповідно, за умови, що виникнен- 

ня збоїв при обчисленнях за алгоритмами bA  та kA  є незалежними подіями. 
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Результат, отриманий по основному алгоритму bA , можна представити у 

вигляді: 

 

ΗYY += 0 ,     (В.10) 

 

де 0Y  ‒ точне значення, яке повинно бути отримано за алгоритмом bA ; 

( )Т21 ...,,, n=Η  ― випадковий вектор, що визначається виразом 

 

який 







=

.подіїпри

,подіїпри
*

H

0
H     (В.11) 

 

Результат, який визначається за контрольним алгоритмом kA , можна представити 

у вигляді: 

 

ΜYY += 0 ,     (В.12) 

 

де ( )Т21 ...,,, n=Μ  ‒ випадковий вектор, який визначається виразом 

 

який 







=

.подіїпри

,подіїпри

2

1

Μ

Μ
Μ     (В.13) 

 

Тепер, з урахуванням (В.10) та (В.12) вираз для міри точності набуде вигляду: 

 

( )ΜYΗY ++= 00 , .    (В.14) 

 

Ймовірностні характеристики величини   залежать від ймовірностних 

характеристик векторів Η  та Μ , які визначаються відповідними подіями , що 

утворюють групу (В.9). 
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Для події   0Η = , а Μ  – вектор. елементи якого є випадковими 

обмеженими величинами. Тобто, за відсутності збоїв і   являє собою випадкову 

обмежену величину. 

Оскільки відмінність   від нуля може бути як наслідком збою, так і 

неточністю обчислень по алгоритмах bA , kA , то наявність дисперсії величини   

за відсутності збоїв можна трактувати як власний шум методу контролю, що 

знижує точність. 

За допомогою цифрового моделювання при контролі розв’язку рівнянь руху 

керованого об’єкта отримано гістограму величини   (рис. В.1), коли в якості 

контрольного взято алгоритм першого порядку точності (3.19), а 
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Різка зміна на кроці, який контролюється, сигналів управління U  спричиняє 

значну зміну розв’язку системи (3.1) на цьому кроці. Оскільки в контрольованому 

алгоритмі використовуються лише результати обчислень, отримані по основному 

алгоритму до контрольованого кроку обчислень, то різниця розв’язків за 

алгоритмами bA  та kA  досягає свого максимуму. Для практичних задач поява 

великих значень величини   є достатньо рідкісною подією, що випливає з виду 

щільності розподілу ( )  наведеної на рис. В.1. Як показують проведені числові 

експерименти, вид наведеної щільності розподілу величини ( )  є характерним 

для екстраполяційних та інтерполяційних методів контролю числового 

розв’язування рівнянь динаміки керованих об’єктів. Відхилення величини   при 

збої несе в собі корисну інформацію щодо перебігу обчислювального процесу.  
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Рисунок В.1 ‒ Гістограма міри точності ( )YY ,=  
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Очевидно, що чим більші величини 

 

jy ,  nj ,1=      (В.16) 

 

тим більш «слабкі» збої буде виявлено. 

Вибір міри точності обчислень має бути підпорядкований вимозі 

збільшення відношення «сигнал/шум». Шум визначається розмірами області D , а 

величина корисного сигналу залежить від величин (В.16). 

Значення величин (В.16) для функціоналів (В.6), (В.15), які розглядаються, 

в області безперервності визначаються виразами 
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Якщо враховувати складність обчислень, то функціонал, що визначає 

точність обчислень, можна обрати виходячи з досягнення максимуму величини: 

 

( )
=




=
n

j

jy
1max

1
. 

 

В загальному випадку при виборі величини міри точності слід враховувати і 

час, необхідний для відповідних обчислень. Для перевірки умови (Б.1.8) 

необхідно визначити значення 
н
доп  та 

в
доп . Для функціоналів типу норм слід 
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покласти 0н
доп = . У цьому випадку задача зводиться до визначення величини 

в
доп  в області їх значень. 

Можна прийняти max
в
доп = , одначе, враховуючи вид щільності розподілу 

( )  такий підхід може бути (або вважатися) оптимальним з точки зору можливих 

похибок при контролі. 

Відомо [19], що в теорії контролю прийнято розрізняти два види похибок: 

‒ похибки першого роду   ‒ тобто прийняття рішення «годний», коли 

об’єкт контролю у дійсності не задовольняє висунутих до нього вимог (інакше: 

приймається хибна гіпотеза «годний» для об’єкта, який не відповідає цій гіпотезі); 

‒ похибки другого роду   ‒ тобто прийняття рішення «не годний», хоча 

об’єкт у дійсності задовольняє висунутим до нього вимогам (інакше: приймається 

хибна гіпотеза «не годний» для об’єкта, який відповідає цій гіпотезі). 

Кількісно похибки   та   оцінюються ймовірностями відповідних подій. 

Для груп подій (В.9) введемо позначення: 

 

=1s , =2s , =3s , =4s . 

 

Поява збоїв при обчисленні по основному алгоритму та при проведенні контролю 

будемо вважати незалежними подіями. Приймемо також, що перевірка умови 

(В.1) завжди може бути виконаною. Для конкретності подальших розмірковувань 

будемо вважати, що потік збоїв підпорядковується пуасонівському потоку [289], 

який характеризується експоненціальним законом розподілу ймовірності p  

потрапляння збою у відрізок часу t : 

 

tep −−=1 ,      (В.17) 

 

де   ‒ інтенсивність потоку збоїв. 
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Задача контролю полягає у розпізнаванні подій:   або  . В силу самого 

принципу організації контролю процес розпізнавання полягає у аналізі інформації 

(вектор ξ ), яка відповідає одній з подій 

 

Ssl  ,  4,1=l . 

 

При цьому групу подій, в залежності від  результату, отриманого за 

алгоритмом bA  (В.11), (В.13), можна розділити наступним чином: Sss 31 ,  (для 

події  ); Sss 42 ,  (для події  ). Ознака, за якою розділяються події, 

визначаються виразом: 

 

 DsS ll = : , 

 

 DsS ll = : , 4,1=l . 

 

Ймовірність виконання умови (Б.1.1) для кожної з подій ls , 4,1=l  буде 

дорівнювати 

 

  ( ) ==  dssDpP
D

lll ,   (В.18) 

 

де ( )ls  ‒ n -мірна щільність розподілу вектора ξ  при умові події ls . 

Похибка контролю полягає у віднесенні події не до своєї групи. 

Ймовірності похибок першого та другого роду в даному випадку визначаються 

відповідно виразами: 

 

 2SsDp ll = , 
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 1SsDp ll = . 

 

З урахуванням (Б.1.17) та (Б.1.18) можна записати 

 

( ) ( ) ( ) ( ) =+= 42 PppPpp  

( ) ( )( ) 42 111 00 PeePee kk tttt −−−−
−−+−= , 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )=−+−= 31 11 PppPpp  

( ) ( ) ( )( )31 111 00 PeePe kk tttt
−−+−=

−−+−
,   (В.19) 

 

Враховуючи вид щільності розподілу шуму контролю (рис. В.1) та те, що доп  

перебуває, як правило, на інтервалі  maxmax ,1,0   при визначенні інтеграла 1P  у 

одновимірному випадку можна скористатися виразом 

 

( )  −= 




dP
max

доп

11 s1 , 

 

де ( )1s  на  maxдоп ,   являє собою пряму, яка апроксимує відповідну 

щільність розподілу. Числові дослідження показали, що ця пряма перетинає вісь 

абсцис у точці max  та обмежує на інтервалі  maxmax ,1,0   ( )%30...5  всієї площі 

гістограми (залежить від конкретного виду останньої). 

При відомих ймовірностних характеристиках вихідної інформації щільності 

розподілу ( )  та ( )  можуть бути отримані шляхом комп’ютерного 

моделювання збоїв. 

Визначення оптимальних допусків в n -мірному просторі для міри точності 

обчислень (В.5) зводиться до апроксимації n -мірної щільності розподілу ( )  

n -мірним паралелепіпедом за умови мінімізації певного критерію. Розв’язування 



247 

 

прикладних задач показало, що на практиці можуть виникати складності, 

зумовлені отриманням багатовимірної щільності розподілу ( ) . Проте 

задачу можна значно спростити, якщо визначати допуски на кожну компоненту 

вектора ξ , вважаючи їх незалежними, та використовуючи для цього одновимірні 

щільності розподілу ( ) i , ni ,1=  як це робилося для функціоналів типу 

норм. При визначенні показників якості в даному випадку можна отримати оцінки 

«зверху» відповідних величин. 

Також, при розв’язуванні прикладних задач, слушно для організації 

контролю призначати однобічний допуск 

доп .     (В.20) 

Така можливість є для функціоналів типу норм та при виборі в якості міри 

точності виразу (В.5). При цьому призначається, по суті, симетричний допуск на 

величини i , ni ,1= . Даний підхід виправданий, якщо щільність ( ) i , ni ,1=  

має вид, близький до симетричного. 

Ймовірність похибки при прийнятті рішення щодо наявності збою 

складається з ймовірностей першого та другого роду. Якщо похибкам призначити   

«ціни»,   то   середній  ризик   при   контролі   буде   визначатися величиною 

 

+= 21 CCR , 

 

де 1C , 2C  ‒ «ціни» похибок першого та другого роду відповідно. 

Значення в
доп  може бути віднайдено з умови мінімуму середнього ризику 

R . Для одновимірного випадку необхідна умова екстремуму запишеться 

наступним чином 

 

( ) 0в
доп =ddR , 
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а для похибок першого та другого роду   та  , завданих виразами (В.19), набуде 

вигляду: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −+= в
доп

в
доп2

в
доп ppppСddR  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  0в
доп

в
доп1 =+− ppppС . (В.21) 

 

Для того, щоб віднайдене з виразу (В.21) значення в
доп  відповідало 

мінімуму середнього ризику R  необхідно також виконання наступної умови 

 

( )  0
2в

доп
2 dRd .    (В.22) 

 

Диференціюючи (В.21) по в
доп  отримаємо: 

 

( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −+= в
доп

в
доп2

2в
доп

2 ppppСdRd  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  0в
доп

в
доп1 =+− ppppС .  (В.23) 

 

Якщо розподіл ( )  є одномодальним (тобто з одним значенням екстремуму, 

або ‒ «одногорбим»), а щільність розподілу ( ) i , ni ,1=  – рівномірною, то 

умова (В.22) виконується при м
в
доп  , де м  ‒ мода розподілу ( ) . Дійсно, 

для рівномірного закону ( )  при м  похідна ( ) 0  і, як випливає з 

виразу (В.23), друга похідна ‒ додатна. 

Вище величина 
в
доп  визначалася з умови мінімуму середнього ризику R . 

Якщо «ціни» похибок першого та другого роду однакові (тобто 21 CC = ), то 
в
доп  

повинна визначатися з умови, яка є частинним випадком умови мінімального 

ризику.  
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При цьому вибором в
доп  мінімізується ймовірність сумарної похибки: 

 += pppпох . 

 

У прикладних задачах, коли при заданому рівні ймовірності однієї з 

похибок необхідно мінімізувати ймовірність іншої похибки, можна скористатися 

критерієм Неймана-Пірсона [290]. 

Програмна реалізація методу контролю з фіксованою областю D  найбільш 

проста, але не має краще співвідношення «сигнал/шум». Зменшення шуму можна 

досягти за допомогою динамічного вибору допусків доп , коли розміри області D  

змінюються в залежності від поведінки величини  . Подібним чином можна 

уточнювати доп  на кожному кроці обчислень. В цьому випадку підраховується 

прогноз величини доп  для ( )1+i -го кроку обчислень по значеннях доп  на 

попередніх il   кроках. Для прогнозу можуть бути використані екстраполяційні 

формули необхідного порядку точності. Оскільки прогноз доп.пр.  виконується 

також з певною похибкою, то необхідно провести попереднє дослідження для 

випадкової величини: 

 

−= доп.пр.  

 

та прийняти діапазон щодо значення останньої. 
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